112 # Studio birazionale delle Curve V.2.

definita sui posti da F*(Q) = Y gex, pep)ma Mp(F)P, e poi estesa per linearita ai divisori: se
D =3 ey orda(D)Q, allora F*D =3y ordg(D)F*(Q).

2.4.1. COMPOSIZIONE. Si tratta chiaramente di un morfismo di gruppi abeliani, e risulta id* = id,
e (GoF)*=F*oG*.

2.4.2. Risulta che deg(F*D) = deg(F’) deg(D). Dunque F* si restringe ad una mappa di gruppi
F* : Divo(2) — Divo(¥).

2.4.3. IMMAGINI INVERSA DI DIVISORI PRINCIPALI. Se ¢ ¢ funzione razionale su &, allora
F*(p) = ¢o F lo & su €, e abbiamo che F*(divp) = div(F*(¢)). Cio¢ immagine inversa (per
funzioni razionali e divisori) commutano tra loro, e abbiamo una ben definita mappa di gruppi F* :
PDiv(2) — PDiv(¥%).

2.4.4. IMMAGINI INVERSA DI DIVISORI DI INTERSEZIONE. Se F': ¥ — & ¢ una mappa razionale
di curve, restrizione a ¥ di una mappa razionale F' : P*(K) — P"™(K), per ogni ipersuperficie ¢ (di
equazione g) del codominio abbiamo che F* (7€) ¢ ipersuperficie (di equazione g o F') del dominio. Si
trova allora che dive (F*52) = F*(divgJ?).

2.5. PROBLEMI DI ESISTENZA. I problemi fondamentali di cui ci occuperemo, e che danno luogo
a risultati estremamente importanti per comprendere la geometria intrinseca delle curve, sono del tipo
seguente:

2.5.1. Quali divisori sono divisori di intersezione di 4 con qualche ipersuperficie?

2.5.2. Quali divisori sono divisori di funzioni razionali su €7

2.5.3. E chiaro che una famiglia di ipersuperficie “taglia” su ¥ una collezione di divisori con
particolari proprieta. Viceversa, quali famiglie di divisori si possono ottenere con questa costruzione?

2.5.4. Draltro lato e chiaro che una famiglia di funzioni razionali “taglia” su % una collezione di
divisori di grado zero. Viceversa, quali famiglie di divisori si possono ottenere con questa costruzione?

Nel seguito si cerchera sempre di far vedere la relazione tra i problemi presentati: per studiare
una curva si studiano da un lato le funzioni razionali su di essa, dall’altra le sue intersezioni con
ipersuperficie; in entrambi i casi si definiscono dei divisori sulla curva, e le famiglie di questi divisori
tendono a caratterizzare la curva stessa. Si vedra che alcuni risultati si scrivono meglio in termini di
divisori di (famiglie di) funzioni razionali, mentre altri in termini di (famiglie di) divisori di intersezione.
Conviene sempre comunque tenere presenti i due punti di vista e integrarli tra loro: studiare una curva
studiando la sua relazione con le ipersuperficie (le altre curve, se € piana), oppure studiando le funzioni
razionali su di essa.

2.6. EQUIVALENZA LINEARE DI DIVISORI: GRUPPO DI PICARD. Diciamo che due divisori sono
linearmente equivalenti, e scriviamo D ~ D’ se D — D' € PDiv(€), ovvero se e solo se la differenza é
il divisore di una funzione razionale.

Osserviamo subito che due divisori sono equivalenti se e solo se esistono due ipersuperficie dello
stesso grado S e H' tali che D + dive () = D' + divg ().

Chiamiamo gruppo di Picard di € (o gruppo delle classi di divisori) il gruppo quoziente

) _ Div(¥)
PIC(%) = W

dei divisori modulo divisori principali.
2.6.1. Si osserva subito che divisori linearmente equivalenti hanno lo stesso grado, ma di

solito il viceversa & falso (divisori dello stesso grado non sono necessariamente linearmente equivalenti:

Divo(X)

~ PDiv(X)
2.6.2. PROPRIETA DELL'EQUIVALENZA LINEARE.

(1) divo(p) ~ divee (i) per ogni ¢ € K(%);

(1") diveg(H#) ~ diveg () per ogni coppia di ipersuperficie 5, 7 dello stesso grado;

(2) nel caso della retta proiettiva si ha che P ~ @ per ogni P,Q € P!(K); dunque Pic(P'(K)) = Z
via I’applicazione deg;

(3) se F': € — 2 ¢ mappa razionale, allora da D ~ D' segue che F*D ~ F*D'; infatti D—D’ = div(yp)
implica che F*D — F*D’" = div(F*y), oppure perché abbiamo gia detto che F* rispetta PDiv.
Quindi F* induce una mappa di gruppi Pic(Z) — Pic(%);

esempi?). Spesso si usa anche il quoziente Picg(X) , che & un sottogruppo di Pic(X).
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