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2.1.1. DEFINIZIONE (DIVISORI SULLE CURVE). Il gruppo dei divisori sulla curva algebrica €
¢ il gruppo abeliano libero generato dai posti di € :

Div(%) = ZP(¥) = (D : posti(€¢) = Z : quasi ovunque nulle} .

Se D € Div(¥), scriviamo
p= Y Dy
Peposti(E)
e anche Dy = ordsp D (ordine in B di D), che é un intero, nullo per quasi tutti i posti B € X. Si dice
supporto del divisore D I'insieme {8 € X : ordyp(D) # 0}.

2.1.2. ORDINE TRA DIVISORI. Se D, D’ € Div(%) diciamo che D < D’ se e solo se per ogni
posto P € € si ha ordpD < ordpD’. Si chiamano divisori positivi, o effettivi, i divisori D tali che
D > 0, cioe con ordgpD > 0 per ogni P € 7.

2.1.3. GrRADO DI DIVISORI. Il grado dei divisori & la funzione

deg : Div(¥) — Z

definita da deg(D) = > qc x ordp D (ben definita per la finitezza di D). Si tratta chiaramente di un
morfismo suriettivo di gruppi, e il nucleo si indica con

Divo(%) = ker(deg) = {D € Div(¥) : deg(D) = 0}
e si chiama il sottogruppo dei divisori di grado zero.

2.2. DIVISORI DI INTERSEZIONE. Dato un ipersuperficie ## di equazione g(X) = 0, definiamo
il divisore di intersezione di ¢ con . come il divisore dive () = divg(g9) = > g mq ()R dove
naturalmente mey () = ordr(g(9B(7"))) € un intero non negativo (quasi sempre nullo). Si ottengono
in questo modo dei divisori positivi che sono detti divisori di intersezione. Il loro grado e il prodotto
del grado di € con il grado dell’ipersuperficie: in particolare tutte le ipersuperficie dello stesso grado
intersecano % in divisori dello stesso grado.

2.2.1. Naturalmente abbiamo dive (€ U ) = divg (5) + dive (7).

2.3. DIVISORI DI FUNZIONI RAZIONALI (DIVISORI PRINCIPALI). Abbiamo un morfismo di gruppi

abeliani

div: K(€¢) ~ {0} — Div(%)
che manda ogni funzione razionale ¢ nel suo divisore div(p) = 3 qcq ordy ()P ove ordy(yp) =
ordr(p(P(T))) (spesso si estende alla funzione nulla dando come valore il “divisore” o).

Scrivendo ¢ = Z—; come quoziente di polinomi omogenei dello stesso grado, si vede subito che
div(p) = dive(g1) — dive(go), e quindi i divisori di funzioni razionali sono divisori di grado zero, e il
divisore nullo si ottiene solo per funzioni costanti (non nulle).

Risulta quindi ker(div) = K* (funzioni costanti non nulle), e definiamo divisori principali quelli
dell'immagine, cio¢ poniamo

PDiv(%) = im (div) = {div(¢) € Div(¥) : ¢ € K(€)*} .

Si tratta di un sottogruppo di Div(%) (poiché per ogni funzione razionale non nulla abbiamo
degdiv(y) = 0, in quanto Z‘B ordg () = 0); di solito si tratta di un sottogruppo proprio.

2.3.1. Talvolta si usa la notazione div(p) = divo(p) — divee (), dove divg(yp) e dive(¢) sono
detti rispettivamente divisori di zero e di infinito (o dei poli) di ¢, e sono definiti dal fatto di essere
entrambi positivi a supporti disgiunti e di dare come differenza il divisore della funzione.

2.3.2. DIVISORI DELLA RETTA PROIETTIVA. Nel caso ¢ = P!(K), considerando che K (P!(K)) =
K (X) possiamo subito vedere che ogni divisore di grado zero ¢ il divisore di una funzione razionale.
Per motivare queste definizioni anticipiamo che questa proprieta caratterizza tutte e sole le curve
birazionalmente equivalenti alla retta proiettiva.

2.4. IMMAGINE INVERSA DI DIVISORI. Se F': € — & ¢ una mappa razionale di curve, definiamo
I'immagine inversa di divisori tramite F' come I’applicazione

F* : Div(2) — Div(¥)
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