94 Studio locale delle Curve IV.35.

2.2. TEOREMA (ESISTENZA DI POSTI NEI PUNTI DI UNA CURVA).  Ogni punto di una curva é
centro di almeno un posto della curva.

DIMOSTRAZIONE. Pensarci: ¢ una conseguenza del teorema di Newton. Segue comunque dal

prossimo teorema O

2.2.1. Si noti invece che & quasi banale che ogni posto di una curva abbia centro in un punto
della curva...

2.3. TEOREMA (STRUTTURA DEI PUNTI SINGOLARI). Sia P un punto della curva €, e sia
scelto un riferimento in cui P sia 'origine usuale e I'asse delle ascisse non sia tangente alla curva;
allora abbiamo una corrispondenza biunivoca tra i posti di € di centro P e i fattori irriducibili di f
in K(X))[Y] che si annullano in P, ed in tale corrispondenza 'ordine di un posto uguaglia il grado in
Y del fattore corrispondente. Dunque abbiamo:

(1) P é semplice per € se e solo se esso & centro di un unico posto lineare B di €, e in tal caso la

tangente in P a € é la tangente di 33;

(2) P é singolare se e solo se ¢ centro di un posto non lineare o di piti di un posto di €; in tal caso

abbiamo che
mp(cf) = Z msg
€>P>P
ovvero la molteplicita di un punto su una curva ¢ pari alla somma delle molteplicita dei posti della
curva con centro quel punto. Inoltre le tangenti in P a € corrispondono con le loro molteplicita
alle tangenti dei posti di € di centro P: la molteplicita di una tangente t ¢ la somma delle
molteplicita msp dei posti di € in P con tangente tg = t.

DIMOSTRAZIONE. Per la prima asserzione, si veda la Morale del paragrafo zero. Per il resto,
segue tutto dal fatto che il calcolo di intersezione in un punto della curva con una retta del fascio per

il punto si fa guardando 'ordine di annullamento nel punto del sistema retta-curva. Esplicitamente?
|

2.4. TEOREMA (ESCLUSIVITA DEI POSTI DI UNA CURVA).  Due curve senza componenti comuni
non possono avere posti in comune.

DIMOSTRAZIONE. Se avessero posti in comune, il loro risultante sarebbe nullo, e quindi
avrebbero fattori comuni non banali, cioé componenti comuni. O
2.4.1. In particolare: se una curva ha ordine infinito in un posto di un’altra curva, allora le due
curve hanno una componente comune.
2.4.2.  Ogni posto di una curva irriducibile determina l'intera curva! & vero che ogni posto
determina una curva?

2.5. Esempl.  Riprendiamo gli esempi del paragrafo precedente, per cui conosciamo gia la
situazione algebrica (poligoni di Newton e fattorizzazioni) ed esploriamo la situazione geometrica.

2.5.1. NODO: Vi sono due rami lineari di classe 1 con parametrizzazioni (in_ (/) x );

LN . . . . 2
2.5.2. CUSPIDE: vi & un solo ramo, di ordine 2 e classe 1 con parametrizzazione (§3 );
2.5.3. ALTRA CUSPIDE: vi sono due rami, di cui uno non vede l'origine, e I'altro ha ordine 2 e
. . X2 .
classe 1 con parametrizzazione <X3+%X6+§X9+»-- ),
2.5.4. BIFOGLIO: vi sono due rami, entrambi di ordine 1 e classe 2, di cui uno con parametriz-
. X y . . . X3 .
zazione (X3+X11+“_> e ’altro con parametrizzazione non normalizzata (XJF%XQJF,__ ),

2.5.5. ALTRO BIFOGLIO: vi sono quattro rami, di cui due non vedono l'origine, e gli altri due
sono lineari di classe 1.

2.5.6. TRIFOGLIO: quattro rami, uno non vede 'origine; gli altri sono di ordine 1 e classe 1;

2.5.7. QUADRIFOGLIO: vi sono quattro rami tutti di ordine 1 e classe 1;

2.5.8. IPERELLITTICHE PARI: due rami, entrambi di ordine n—1 e classe 1.

2.5.9. IPERELLITTICHE DISPARI: un solo ramo, di ordine 2n—1 e classe 2.

2.5.10. PARABOLE GENERALIZZATE?
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