86 Studio locale delle Curve IV.0.

9(X) = > ien., biX", allora espressione

Fg(X)) =ao + a19(X) + azg(X)* + - 4+ a;g(X) + - -

da una serie formale, poiché per determinare il coefficiente di X* & necessario solo un numero finito
di operazioni tra coefficienti delle due serie date (si noti che questo sarebbe falso se l'ordine di g(X)
fosse nullo) per ogni i, e quindi definisce univocamente una serie formale.

Allo stesso modo, oppure passando ai quozienti, possiamo definire la sostituzione di una serie
d’ordine positivo in una serie di Laurent.

0.5.1. ASSOCIATIVITA DELLA SOSTITUZIONE. Se indichiamo con fo g(X) = f(g(X)) il risultato
della sostituzione di g(X) in f(X), allora fo (goh)(X) = (fog) o h(X).

0.5.2. INVERSI PER SOSTITUZIONE. Sia f(X) € K[X] e ordxf(X) = 1. Allora esiste una
unica g(X) € K[X], necessariamente con ordxg(X) = 1, tale che f(g(X)) = X (come serie formale).
Inoltre anche g(f(X)) = X.

L’esistenza e 'unicita seguono insieme e facilmente per induzione, scrivendo il sistema infinito di
equazioni che determinano i coefficienti della serie cercata ¢g(X): da > .- a;9(X)* = X otteniamo

a1b1 =1
aibs + agb% =0
a1bs + 2ab1 by + azb? = 0

arb; + Zaici(b) =0 ove Cl(b) € Z[bl, ceey bi—l]
=2

ad ogni passo, b; compare come incognita lineare in una espressione in cui compaiono solo by, ..., b;_1,
note dai passi precedenti.

Per mostrare I'ultima affermazione, basta osservare che da f(g(X)) = X segue g(f(g(X))) = g(X
e che sostituendo ad X l'unica h(X) tale che g(h(X)) = X otteniamo g(f(X)) = g(f(g(h(X)))) =
g(h(X)) = X, e per l'unicita concludiamo che f(X) = h(X).

Per esempio & ben noto che le serie e(X) = exp(X) — 1 =372, X*/il & inversa per composizione
della serie [(X) = log(1 + X) = > ;2 (=) *X?/i. Similmente, l'inversa per composizione di (1 +
X)® —1 ¢ la serie (14 X)'/™ — 1. Chi sono gli inversi per composizione di 3., X?, di cos(z) e di
sin(X) — 17

0.5.3. AUTOMORFISMI E SOSTITUZIONI D’ORDINE UNO. E chiaro che ogni 9(X) d’ordine 1
determina una sostituzione d’ordine 1 e quindi un automorfismo (di K-algebra) di K[X]. Viceversa
ogni tale automorfismo & dato da una sostituzione d’ordine 1 per un ben determinato g(X).

Si osservi pero che il risultato non & proprio banale: certamente, se ¢ : K[X]— K[X] &
Pautomorfismo dato, la serie g(X) candidata ¢ 'immagine di X tramite ¢; & chiaro che per ogni
polinomio p(X) si avra (P(X)) = P(¢(X)) (per ipotesi ¢ ¢ morfismo di K-algebre), ma bisogna
estendere il risultato alle serie arbitrarie, e questo si ottiene con considerazioni topologiche (un auto-
morfismo di algebre di K[X] & continuo per la topologia indotta dalla ultrametrica X-adica, e quindi
¢ determinato dal valore su ogni sottinsieme denso come ¢ K[X]).

>0

0.6. TEOREMA (LEMMA DI HENSEL DI RIALZAMENTO DEGLI ZERI). Sia f(X,Y) € K[X][Y]
(polinomio in'Y a coefficienti in K[X]), e supponiamo che f(0,Y) € K[Y] ammetta uno zero y € K
tale che (f(0,y) = 0 e) f'(0,y) # 0 (derivata rispetto a Y). Allora esiste y(X) € K[X] tale che
f(X,y(X)) =0ey(0) =y. Cioé ogni zeroy € K di f(0,Y) € K[Y] che non annulli la derivata si
rialza ad uno zero y(X) € K[X] di f(X,Y) € K[X][Y].

DIMOSTRAZIONE. Procediamo alla costruzione di y(X) = >, ;X" per induzione sull’indice 1,
con un procedimento simile al metodo delle tangenti di Newton. Vogliamo costruire una successione
di polinomi y,(X) = > a; X" tali che per ogni n si abbia f(X,y,(X))=0 (mod X"1).

Chiaramente, per ipotesi possiamo usare yo(X) = ao.
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