II1.4. Problemi. 75

4. Problemi.

4.1. APPLICAZIONI LINEARI CORRISPONDENTI Al RISULTANTI E FORMULE ASSOCIATE. Se
C[T)<,, indica lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore di m con base T™~1, 7™~2 ... T, 1
(e negli spazi prodotto la base prodotto standard), e definiamo il risultante Ry, »(f,g) come il deter-
minante della matrice dell’applicazione lineare

ClT<n x C[T<m — C[T]<m+n

che manda (¢,7) in £f+ng.
Risulta che:

(1) Rpn(f+gh,g) = Ry n(f,9) (se deg(h) < m—n) (conviene considerare I’applicazione lineare (£, 1)
in' (6, Eh-tn),

(2) Rm,nJrs(fa gh) = Rm,n(f7 g)Rm,s(f7 h) (se deg(h) < s5), e RerT,n(fhag) = Rm,n(fv g)Rr,n(h7g)
(se deg(h) <),

(3) RBmn+s(f,9) = agRmn(f,9) € Rmnyrn(fs9) = (=) 05 Rinn(f,9)-

Il risultante R(f,g) che noi abbiamo definito nel testo ¢ Raeg f,deg ¢(f5 9)-

4.2. RISULTANTI COME NORME.

4.2.1. Sia A una K-algebra di dimensione finita (come K-spazio vettoriale), a € A e definiamo
pa @ A— A Tapplicazione K-lineare “moltiplicazione per a”: p,(z) = axz. Se poniamo Ny /x(a) =
det p14, otteniamo una funzione Ny i : A— K (detta norma di A su K) tale che N4,k (0) = 0,
Naji(1) =1e Najx(ab) = Nasx(a)Na;x (D).

4.2.2. Sia ora f € K[X] polinomio monico, e usiamo A = K[X]/(f) (K-algebra di dimensione
finita: trovare dimensione e una base). Allora R, »(f,9) = Na/k(g), se m = deg f, n > degge g
indica la classe di g in A.

4.3. RISULTANTI. Scrivere esplicitamente il risultante di due polinomi di secondo grado. Idem
per un polinomio di secondo e uno di terzo grado.

Quali condizioni sono necessarie e sufficienti affinché due polinomi abbiano in comune uno zero
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4.4. Calcolare i risultanti delle seguenti coppie di polinomi:
4.4.1. X* +pX? +q, 4X3 +2pX;
4.4.2. X% +pX3 4+ ¢, 6X° +3pX?;

4.5. DISCRIMINANTI. Quali condizioni sono necessarie e sufficienti affinché un polinomio abbia
uno zero di molteplicita fissata r?

4.6. Si dimostri che D(fg) = D(f)D(g9)R(f,g)?. Generalizzare per D(f--- f..).

4.7. Si calcolino i discriminanti dei seguenti polinoni:
4.7.1. X" —1;

4.7.2. X"+ X" 14 4 X 41,

4.7.3. X° +pX +¢q;

4.8. Cosa si puo dire di D(f(X")) conoscendo D(f(X))?

4.9. CURVE RAZIONALI. Determinare equazioni cartesiane per le seguenti curve parametriche:
X = (A241)/X8
4.9.1.
{ Y = (A241)/A5
4.9.2. le varie espressioni razionali delle cubiche singolari viste;
4.9.3. le curve di Bézier.

4.10. CURVE DUALI. Trovare equazioni per le duali delle curve di Fermat. Che singolarita
hanno?

4.11. INTERSEZIONE. Per le seguenti coppie di curve, determinare punti singolari e relative
molteplicita, punti di intersezione e relative molteplicita di intersezione:

4.11.1. XoXl—X22 eX0X22—X12(X0+X1),

4.11.2. X7+ X2+ XoX;1 e XZ +2X? + X2 +3X0Xy;

4.11.3. la retta impropria e il folium di Decartes;

4.11.4. la retta impropria e la parabola di Neil;
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