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3.3.3. I casi piu importanti sono le prime due e le ultime due polari:

prima polare z@g)(%) : Z Dag(X)Q*

la|=1
seconda polare @g ) (€) : Z Dag(X)Q*
lal=2
. d— o
polare conica f@é 2)(‘5) : Z Dag(Q)X*
la]=2
. d— a
polare lineare @ég 1)(%) : Z Dyg(Q)X*
la]=1

(abbiamo usato la reciprocita del calcolo differenziale per polinomi omogenei).

3.3.4. APPARTENENZA. Un punto ) appartiene alla curva se e solo se appartiene ad una (e
allora ad ogni) sua polare; in tal caso la polare lineare & la retta tangente, se il punto & semplice. Se
invece il punto P & multiplo per € di molteplicita m = mp (%), allora esso ha la stessa molteplicita e le
stesse rette tangenti per ogni polare ﬁg)(%) per i < d —m (in particolare gl(gd_m) (€) ¢ il complesso
tangente).

3.3.5. RECIPROCITA. Dati due punti P e @, abbiamo che P appartiene a @8)(%) se e solo se
Q appartiene a @;Dd_i) (¥).

In particolare, se BZI(Jd_i) (%) ¢ illusoria (cioe pg;i_i)(‘ﬁ) = 0) allora il punto P appartiene a @g)(%)
per ogni punto Q.

3.3.6. ITERAZIONE. Dati due punti P e Q, risulta che 25 (23 (€)) = 25 (2 ().

Inoltre abbiamo 2% (2 (6)) = 24t (7).

3.3.7. SINGOLARITA. Un punto @ della curva & singolare m-uplo se e solo se pgi*m) (g9) &
identicamente nullo, e nessun pg) (g) per i < m & identicamente nullo.

3.3.8. VARIAZIONI LINEARI. Le polari Zp (%) al variare di P su una fissata retta L determinano
un fascio di curve aventi punti base tutti i punti la cui polare lineare ¢ illusoria oppure la retta data:
sono i ) per cui pglfl)(%) = 0 oppure f@g*l)(%) = L.

3.3.9. EsEmPI. La polare lineare di un punto doppio ¢ illusoria; la polare quadratica di un nodo
¢ la coppia delle tangenti, e quella di una cuspide ¢ la tangente (contata due volte).

3.4. CONDIZIONI LINEARI. Si osservi che imporre ad una curva di grado d di avere come i-esima
polare rispetto ad un fissato punto @@ una fissata curva di grado d—i € una condizione lineare. Un
caso particolare gia incontrato si ottiene se il punto cade sulla curva e d—i = 1 (tangente).

4. Curve Hessiane.

4.1. DEFINIZIONE (FLEss1).  Un punto semplice P di una curva piana € si dice un flesso se la
retta tp tangente a € in P non é contenuta in € e risulta mp(tp-%¢) > 3. L'interor = mp(tp-€)—2
si dice la molteplicita o ordine di P come flesso di €.

4.1.1. ESeEMPI. Seguendo la definizione, ogni punto di ogni retta sarebbe di flesso, ma si evita
di applicarla.

Ovviamente le coniche non contengono flessi (nessuna retta pud avere un ciclo intersezione
d’ordine maggiore di 2 con una conica).

Quindi questo paragrafo riguarda essenzialmente solo curve di grado almeno tre.

4.2. CRITERIO DIFFERENZIALE. Un punto semplice P di una curva piana ¢ = div g é un flesso se
o se det ( sl
e solo se de IX.0X,
di g e si indica con Hy(X)).
Si osservi in via preliminare che

Hy(X)X = (degg —1)Vg(X) e  X'Hy(X)X =degg(degg—1)g(X)

(P)) = 0 (Ia matrice delle derivate seconde si chiama spesso matrice hessiana
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