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Parte prima

r. (slslr976\

Studiare la cónvergenza (puntuale e

funzioni

Testi dei problemi

uniforme) della serie di

t
n=l

Calcolare' la somma di tale

2. (slsl1e76)

Calcolare

(l *x)n

serie.

.'lT )1,+"
dove

a,: l$,ù: xz +y2

3. (slslreT6l

Risolvere il sistema di

2e2 0(.r (v2 o<y< I l

differenziali

a--u

u*1)

equazioni

IIrlu
I
It

la
t
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c'on i dati iniziali u(0):a, D(Q)=b

4. (slslre76)

Sia l': R-+ R una funzione lipschitziana, crescente e tale che
.l(0):0. Sia (u*').u(r)) la soluzione deì sistema di equazioni diffe-
renziali:

,t' : f(u-u)

0' = f(u u)

tale che u (0) = 1

Dimostrare
?,(0)=0.

che lim e.r(x):iim p(r)
x+ +@ )(+ +€

convergenza della serie di funzioni

s. (8161r976)

Studiare la

t
2n

lf

vn
r"s (r +

,a'\.
J;I

6. (8l6lre76)

Calcolare il volr.rrne dell'ellissoide (in R3) con scmiassi a, b, c.

Trovare poi I'ellissoide di massimo volurne tra qr-relli per cul

a*2bI3c=1

7. (8l6lre16)

Sia

n : l(x,v,z): 0(x ( I z+r/i <r'<1 0(z( 1 i
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Provare che

13

e sia /: [0.11*P

8. (8l6lre76l

Trovare tutte le frtnzioni u(x,v') di classe CÌ tali che

una funzione continua.

((( , I
ll\rvtdxdt'dz=* tt))tJl
Do

3 f(.t)dt .

òu

- 
+u-1,

òx

Lt(0,,r):g)'

e. (8l7lre76)

fa) Calcolare

dove

D, : l(x..r ): 0(r'(l r)0 12 +.r 2 <12 |

(b) Usare il risultato

(( r

lirn ll ' d,rd'
/.*+ - JJ I +.r2 +.r'2

D-

precedente per calcolare

I arcts(sL'nI)| 

--.

J SCNÍ
0
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(81711e76\

Calcolare

d1t dz * yz dx dw) ,

ciove S è la sr,rperficie bidimensionale di Ra clefinita paratretricametlte

dalle equazioni

x=r2 +s2 , .v=r-s , z=rs , w=r*s

con 0(r(1 , 0(s( l.

rr. (817lIe76)

Calcolare la distanza fra i due insiemi

,4 : {(x,,v): l)r -
^ lì

r., (_ I
5',

f : {(.x,,r,): lx-31+l.r'-31<3i ,

ricordanclo che dist (A,B)=inf {Oist 
(a,b): aeA be B)

12. (8171r976)

I4

10.

IJO,
s

4,,_l-r
5

Sia /: Rt' -+ R una funzionc- di classe C

Dimostrare che l' è lipschitziana' con

se e solo se

1.

costante di Lipschitz K,

lrl'(x) l<K Vx€R'

dove D/ indica il gradiente di l.
Supponiamo òn../ sia K-lipschitziana: dire se è sempre possibile'

trovare un indice i € .|1.....r1| trlc clte
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lD,f (.r)l

13. trlr0lr976l

Si consideri il problema di Cauchy

K<-
vn

Vx€R'

ll \ I
.l' (.T.1 = --- 1

t -4

v(o) : a

(i) Provare che
in un intorno di ,r =
1,o(x) in r :0.

(ii) Provare che

[0,+""1 ecl ha limitc

14. trlrolr9T6)

definite

(a)

tale problema ammette
0. Caicolare la derivata

(a)0) .

u n'unica soluzione ,r,o (-x )

prima, seconda e terza di

la soluzione -}'r(,r..) è clefinita su tutta la semire tta
Der ,tr--)+oo. Calcolare tale limite.

Si consideri la successione di funzioni

f ,(x, ),) =

f. - ^ - ^ìsul quadrantc ? = {(.r-. r't: Ì > U. r'> U I

Dire per rluali punti (.r..y)e 0 si ha

2 fnQ,.t') ( +""
n-1

per quali insiemi ,,1 C Q si ha

) sup fn 1+*

xn I vn In:t

lb) Dire
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rs. (rlr0lr976l

e\ la funzione costantemcnte ugualc- a

Dimostrare che se l' è continua e

f'(x, t)d.t -U

Esistono altre funzioni continuc

16. (22nO11976)

con0(r(22r.
(a ) Tracciare

(b) Scriverc

.,1 = (,r(0). .r'(0))

(c) Calcolarc
e I'arco di curva C

t7 . (22lrolr976)

Si consideri il problema di Cauchy

Dinr ostrare

oh
lÍll]J

00

ta funzione continua /(x,.r,) tale

f(x,.t,)dx = ub Vu€R VaeR

allora

ii
00

Vc€R

verificano ( * )?

Si consicleri 1a curva C di equazioni parametriche

x=t-cos/

t'= I +senl/

un gral'ico approssimativo cli C.

I'ccluazionc c'lella rette normalc a C ncl pLtÌìi
/ /t\ r-u

e nt'l punto B = l' (+) ' (+))
\ \_i/ \-/t

I'are'a clel dominio D cctnrpreso frl clucste riue rcti'che ha pcr estremi i puntÌ A e B.

k*a



y' = ly-xl
y (lo)=a

(i) Discutere, al variare del parametro reale a,
cità locale e globale di soluzioni.

(ii) Determinare la soluzione del problema.

(iii) Dire per quali valori di a esistono soluzioni
tali che

Tesli dei problemi I7

I'esistenza e I'uni-

y(x) del problema

v(x)lim "'-.--l
lxl*+- X

18. (2211011976)

Si consideri il sistema di equazioni differenziali

" = u'*erJ

" =u'-aLr

(i) Dire per quali valori del parametro reaie a tutte le
(a,a) del sistema sono coppie di funzioni periodiche.

(ii) Dire per quali valorì di a rl sistema ha qualche
(u,a) con u e o poiinomi non costanti.

(Si consiglia di trasformare il sistema dato in un'
equivalente del 4o ordine).

19. (14lUr977)

Si consideri I'eouazione differenziale

l"
la

soluzioni

soluzione

equazione

(*)

(i) Trovare la soluzione
metro reale.

' : lyl*xz

.y(x) di (x) tale clie -v(a) = 0, con a paîa-

(ii) Esistono altre soluzioni di (*) oltre a quelle trovate in (i)?
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20. (r4lrlre77)

Si rappresentino graficamente gli insiemi

Kk,t) = {(r,y,z):x2+y2{lzl , s(z(r}

al variare dei parametri reali,s e t con s(0(r.
Dire per quali valori dei parametri s, / la "superficie laterale" cli

K(s,t) è massima, oppure rninima, sotto la condizione

volume (K(s,/)) : I

21. (I4lrlr977\

Studiare la convergenza della serie di funzioni

s .-nllJ ^nx
n=O

22. (r4lr lre77)

Jv
SU

Sia /(x,;,) una funzione
nulla nell'origine, esistono

di classe Cl su R2. Dimostrare che, se
due funzioni A(x,v) e B(x,,y) continue

R2 e talì che

f(x,y1: xA(x,y) I vB (x,.t') V(x,-y)e R2

(si consiglia di considerare la funzione CG) = f(tx, tv))

(4l2lre77 )

Trovare le soluzioni "r(x) di classe Cr del problema

(y' * x) (v' - x7,7 = g

_),(.'ro) =-l,o Ct,o)0)

23.



i _,,
f(x.)') = l,-" ''trl

(a) Dimostrare clìe / ò di .rrr. C* , ecalcolarne l'estremo su-

periore e I'estremo inferiore stt R2 '

, (b) Trovare i punti di massimo e minimo di / sul cerchio

{.v2+.r'2<l}
(c) Dire se esiste

nel semipiano {{.r,y) :.r') 0 }

24. (4,211e77\

Si consideri la tunzione

lim f(x,.v)
l(x,/) l+ + 6

2s. (4l2lre17)

Studiare la convergenza della serie

í 
"nr.n,n=O

al variare di x e y con x)0 e 0(t'(2r

26. (4l2lte77)

Sia /: [0,1]X[0.1]- R Ltna funzione
per 0 ( / < I, ie furrzioni definite da

/,,,{vl:/(/,Y)

(a) Provarc che / è separatanrente

Testi dei problemi 19

re-ale, e siano d,,: [0,I ] -+ P.

continua se e solo se ogni



20 Testi dei problemi

l1r, è continua e (4rrl) converge puntualmente a f'r,, per ogni Inu Io.
(b) Provare che / è continua se e solo sc ogni 4r; it continua e

(.fon) converge uniformcrnente a 1,r., per ogni tn -to.

27. (19 s119781

Calcolare l'estremo suncriore e l'estremo inferiore della fun-
zione

f(x,t,z)=xt, l1'z*xz

sul piano
Dire

raggiunti.

lvt"
SC

i-y*r:31
esistono punti di questo piano

28. (r9lslr978)

Calcolare

dove D è il dominio di R2

in etri tali estrcmi sono

2,r-2 (.r'< 3"t )

ff+,"
D

dr dy

D : {(x,.i,): 2x
Ir,<-

29. (relslt978)

Sia /(x,1,) una funz.ione reale. cli classe C2
Dimostrare che

lim
h-o

f(2h, e- rth' 
) - 2f(Jt, r-rth' ) +l(0,0) Ò'r-- '- /nnl

^aox'TT
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30. ( 19/si 1978)

Si consideri il problema di Cauchy

(a) Dire per quali (xo,.t,o) il problema è localmente risolubilc.

(b) Sia x0 =.1,0 = 0, e sia ]c,b[ il nlassimo intervallo su cui c'siste

r/ I
una soluzione. Provare che -a = b < 7

(c) Provare che per ro ) l, -Ì'0 ( -1 esiste una soluzione definita
su tutto R.

3r. (6l6lre18)

Calcolare la minima e

dai punti della curva di R3
la massima distanza del punto (0.1 .0)

+t'2+22:l

r,,2 - ..

-.2

-.2

32. (61611e78)

Si consideri la successione di iìnzionì:

t-t.'
^lt:.f tv) : l-:--- d'

J |+1'
I

(a) Provarc che ogni /. r.\ continua su R.

n2l
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(b) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della succes-
sione (/n ).

33. (6l6lre78)

Si consideri il problema di Cauchy

l-r'' = t - (.r' - r)(y,r l)
t'
I

[;'(o) 
: x

(a) Provare che per À : I c'siste una ed una sola soluzione;'(.x)
definita su tutto R.

(b) Dire per quali valori di À il problema ha qualche solttzione
limitata.

34. (6l6lre78)

Si consideri l'equazione differenziale

(*) v' = f (x, )') '

dove /(x,-v) è una funzione di classe Cl tale che

t ^- |I dt Il* t.., r ll ( I V(.r, r')cR2
loi' I

(a) Provare che, se ogni soluzione -r,(x) di (n) è periodica di pe-

riodo ?". alloraflx,,u) è periodica (di periodo Z) rispetto a -r". per ogni
v€R.

(b) Vale il viceversa?

3s. /3ol6lre78\

Determinare il massimo e il mininto della funzione
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f(x,Y) =

sull'insieme

,l = lQ,ù: I =<x(2 ,

36. G0l6l1978\

t<y<21

Si consideri la forma differenziale

Si consrderi ii problema di Cauchy

v

-- at
t

1

nx*qt r-r*5y
wt.l,J t--un ' T--t' x2+y2 x2+.,2

definita su R2 \ {tO, Ol }.
Dire perquàtivaloii dip,q,r,s la forma c.: è esatta su R2 \ {t0,011,

e in tal caso calcolarne le primitive.

37. (30161r978)

y=

,v(0)

(1, -
-0

esist e

Yl"

Dimostrare che la solu
calcolarla (in forma implic

su tutta la semiretta .r ( 0 .z10ne
ita).

38. QOl6lr978)

Siano Z€R, B = {(",r,)' x2*1,2 < l} .

I f (x r, v t ) - l' @ z, I z ) I < r r/-r-t' rl" r f-<tu -- r f.g=lf:B-+R:/1u, =o e
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(funzioni I-lipschitziane nulle sul bordo di B).

(a) Provare che esiste C€R tale che

I ll f(y| | lJ \/!,

B

(b) Esibire una funzione

ít
.|,|^,'' vtdxd.v:! t
B

(c) Dimostrare che nel punto (a) la minima costante possibile
èC=r13.

y)dxd.r l<Ca V f€g

foe9tale che

39. (31r01r978\

Sia

D(a)=

0(a(

le,tù,

l, e si consideri l'insicme di R2

à0 , y20 , xyz9aa , t/; +JT <ao)

Calcolare I'area di D(a) e dire per quale valore di a tale area è

massima.

40. (3lrOlre78)

Studiare la conversenza puntuale ed uniforme della serie di
funzioni

;^
n=l nx

sulla semiretta {x>0}

4r. (3lr0lre78)

Risolvere il problema di Cauchy
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,'=l1tl- x2

y(o)=Q

42. (3lrOlr978\

Sia /: R + R. Dire che

(î) l2(x) c lipschitzianu :

relazione c'e fra itlue fatti

(b) ,f(,x) hólcleriana, cioè ll'(x) -f(.y) l(c lx -yltt'

43. (16lr0lre78l

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della succcssione
di funzioni

fn\x, y'1: ln l.r +;'1

I in2" (x2 * 1,2 S

44. tr6lr0lt978)

Calcolare l'area dcl dominio di R2

. (x'+.r'2 )3 (4;c2 r,2 )o=l@,,1,):x)o . !2-0

.1
2

4s. (16/101r978)

Fissato un nurrìc-ro reale a ) 0. studiare il comportarnento per
r ) 0 delle soluzioni .r'(x) del protrlc.ma
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46. (16lr0lr978\

ta

lo

Siano / e g due funzioni convesse
lunzione composta.

Provare che in generale h non è

è certamente se / è anche crescente.

di classe C2 su R, e sia h : f"g

una funzione convessa, mentre

47. (2slrlre79)

Studiare la convergenza

sulla semiretta {x > 0 }

48. (2slrlr979)

Si scriva l'equazione
alla superficie di R3

del piano I tangente nel punto (1,1,1)

della serie di funzioni

n+-
rl?@tt\

I lv -L-I I? t^ | |
lnl

,?=I\ " I

x3 *21,2 -J z3 + 3-1, * I :0

Calcolare poi . il volume della porzione
(x-1)2 +(-v-l)t < ll compresa fra il piano I e

4e. (2slrlr97e\

, t.oel clllnoro f(lf,
I Alll plano 12=ul.

l zì'

Data I'ellisse I di equazione

y2"-+
ì

dire per quali valori di ).
( 1 ,0) e raggio l

Fra tali valori trovare

che area(f)=zrr,At/ .

't,2/ -: I (À,p>0) ,
l.L

e p essa contiene il cerchio C di centro

quelli per cui f ha area minima, ricordando



h*

s0. (2sl1 1r979)

(a) Provare
punto.

(b) Trovare i punti di

s2. (291r 1r979\

Studiare il problema di Cauchy

ly'=toelxl y
I

l-'(to ) :ro

Testi dei problenti 27

(xo*0),

fìrnzione continua /: R -+ R.

x*Y-r2=gl

la retta tangente in ogni suo

e dedurne che esiste una ed una sola
derivabile per x*0 e tale che

f'(x) = log lx | - f (x)

sr. (2elrlreTe)

V;r#0 , ,f(0)=

Si consideri la curva di R3

t = {(.v, .1,,2): z:x? *),2

chefesisteetrovarne

Calcolarc I'

D: {(x,,r,

massima e minima quota in f.

area del dominio cli R2

):x)0 , llogxl(l l.y .x logr l( 1)

s3. (2el1lre79l

Studiare la convergenza clella sene dl Îunzlonl
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- xy'"0y

s4. (29lrlr979l

Si consideri il problema di Cauchy

)' : senl- Y

v (.0):a

Dimostrarc'che la soluzione,1,(.x) c\ definita su tutto R.

Dire se _r'(x) è limitata sLl R+.

Dire se .r'(x) ha lirnite per Ì -) +oo.

ss. (e/s/1e80)

5la /(.v)-s ',log.l'.
Studiare la convcrgenza della sLlL^cessione cii funzìorti

fr(x)=f(rtx)

rr,
n=t )

(a)

(b)

(c)

sulla se'nriretta ir > 0)
Calcolare poi

s6. (e/s/1e80)

Calcolare

(.r)dx

v dx x d.t,

x2 +vz

lim

I

)fl"n
0

I
7
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dove 7 è il grafico delia funzione 1, : cos x sull'intervallo L-t,rl,
orientato nel verso delle x crescenti.

s7. (elslreso)

Sia /: R2-'R2 definita da

f(x, y) = (p (x * y), r! (x -r))

con g, ry' funzioni reali di variabile reale.
Dimostrare che / è differenziabile su R2 se e solo se tp e ry' sono

derivabili su R.

s8. (e/s/1e80)

Si consideri I'equazione differenziale

Trovare una formula risolutiva di tale equazione. Dimostrare
che per ogni soluzione "1,(/) esistono due costanfi. A e B, per cui

,linr_ 
[-r,(r) -(Acost *Bsenr)]:0

se. (16/6/1e80)

Si consideri la serie di funzioni

e n" ,.lt

y" +y
l+t?

Y+
ú^n
s(l

il
n=r /l' I)

Dimostrare che tale serie converge uniformemente sulf insieme
,1,= llxl>,=21 e diverge sull'insieme coÀplementare.
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60. (16/óile8o)

Si consideri 1a funzione

f(x.t t

6r. (16l6lre80\

Si consideri

(*)

I'equazione differenziale

(y')z -f x,t,' 
-1., 

:0

Ilim arè+ú Ír'

I

=I
o

, vttt2
l-e

-dÍ

t

Dimostrare che / è definita su R2 ed è differenziabile. Calcolare
poi il differenziale di / nel punto (1,2), 1'estremo superiore e I'estremo
rnferiore di / ed infine il seguente limite:

" J',@'l)

(x,7)+ (o ,o ) t/ xz + y2

(i) Trovare tutti i polinomi che sono soluzioni di (*)-

(ii) Dire per tluali (xo,.vo) I'equazione (*) ha altneno una solu-
zione ;r(-x) tale che -|,("re ) = -r,o .

62. (161611980)

Sia /(x,y) una funzione continua.
Provare che se

lim ftx,y)=1
l(x,v)l+ -1- -

llfk.
B

allora

!)dxdy"=1



IfR*.

dove

63. (30/6/1e80)

Provare che

lim

Provare che

llrd^ J -
À

x2 + yz <rz|
il viceversa?

Testi dei problemi 3t

dx dl,= 0 ,

B,=l{x,.v1:
Vale anche

tl
B, 11 + (nx *.v)2 + (x * n.v)2 J2

dove Bn= {(", 1): xz + .v2{nzl

64. (30161re80)

Trovare le soluzioni definite su tutto Rziale dell'equazione differen-

t^
J

6s. (30/6/1e80)

Siano

I
f(x,i')='

.\
f arctg(/.r') ,

I -7- "',

,a=l&,1,):x)1 . )'>01

i-cr-ttrt J -
A

tll
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66. (30/6/r980)

Sra g: [0,a]-* [0,ó] una funzione continua avente esattamente
1/ punti di massimo relativo. Dimostrare che il grafico f di 9 è una
curva rettificabile e che

lunghezza f(2NA+a

67. (6lrOlr98O\

Dimostrare che

,t3 +-1,3 -3axyà -a3

68. (6/10/1980)

Vx)O $-r,)0 Va)O

(a) Dimostrere c esiste una costante reale c tale che

,- À.(xa +_r,a ) ,1, d, =
C

/<- VÀ>O

(b) Dimostrare c

he

))
R2

he

nJli
1

6e. (6/10/1e80)

Sia a ) 0 fissato. Studiare la soluzione .],()ú) del problema di
Cauchy

)" = tg (.r,t')

y(a) = rla

fico approssimativo. Mostrare in particolare

1T \/ 7T

2

tracciandone anche un cra



70. (6lr0lre80)

sia M ) 0, e sia fio ) una successione di funzioni reali definite su
[0,] je tali che

lungltezza di f úi) <M Vn€/V

dove f fio) indica il grafico di fn.
Provare che se fio) tende puntualmente su [0,1]a una funzione

continua f allora

lunghezza di f (D <M

71. (241r0/1980)

Studiare la convergenza della serie di funzioni

i log(1 * -r'n+.v")
n=L

72. (241t0/1e80)

Calcolare

che I'intervallo di definizione di

a' 
-fltm e

dove B, = {(x,.1,): x2 * 1,2 < r, }

73. Q4lr0l1980)

Studiare il problema di Cauchy

Testi dei problemi j3

v(x) e del tipo 10.à[ con a 1b 14a.
)

lxl+ ltl ,' dx cll)II,
Br
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t,ly : arclg.l,- 
-

74. (24lrÙi 1980)

(a) Sia F: R2 -+ R2 una funzione <li classe Ct tale che

V(r,.v)€R2(det DI) (x, y) * 0

Provare che gli eventuali zeri di F sono isolati.

(b) Sia.f: R'-+ R una funzione di classe C2 tale che

f'(x,y) = 0 =+ îDf(x,],) = (0,0) : (det Hessiano fl(-r,.r,) = 0l
Provare che f può avere solo zeri isolati.

7s. (23lrlr98t)

Calcolare

lim n

76. (23lrlre8rl

Dire per quali funzioni u(x, y) di
forma differenziale

' (*) :,

I
rln

classe C1 su R2 \ {(0, 0)} ta

u(x,.t') d),,n = 
-L- 

dx +
x2+y2

risulta esatta su R2 \ {fO, Ol }.

f [n l- 
--:_ fl1
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77. (23lrlre8rt

Si consideri il problema di Cauchy

y' = y'- (arctg x)2

-r'(l):0
Studiare I'esistenza e I'unicità locale e globale della soluzione.

tracciandone poi un grafico approssimativo.

78. (23lrlresl)

Sia /(,r,l) una funzione continua tale che /(0,0) : 0 e che

lim f{x,:,) = 0
l(,t,y; l+ 1 -

reeA/e sl ponga per ogni

.f ,lx'y): f(r..-, nv)

(a) Dimostrare che (f ,,) tende puntualmente a zero su R2
(b) Dire in quali casi la cotlvergenza è unifcrme.

7e. (612lre8r)

Calcolare estremo superiore e inferiore della funzione

l(x.r')=Vlx*rl e' 'Y

sul cerchio lr, *.r,,

80. (612lre8r)

=+)

Studiare la csnyslggnza della serie di funzioni
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arctg [(.x + .v)t' + (x y)2'l

81. (6l2ll98l r

Studiare
del problema

della soluzione

tracciandone

82. (612lre8r)

Dimostrare che per ogni funzione / di classe Cr tale che "f(0) = 0
si ha

lim

83. (24lslre82)

Calcolare

I |xz + lyl
dx dt,

dove B, = l(x,lt):

t

I'esistenza. I'unicità e il comportamento
di Cauchy

I r,' = ,!' - rt'
I

I r'(0) = 0
t

poi un grafico approssimativo.

tlim In+€"R

,' a ,'4n"'1

rln

n2 |f,",€'d.r={/'ro',
0

84. (241s11982)

Calcolare I'estremo superiore e I'estremo inferiore della funzione



f(x,Y) =

0

4*'y'
(xo + y' )'

sulf insieme D ={(-lr,,r,): l.xl( 1 lyl<2 }

Testi dei problemi

se lx,y) : (0,0)

altrimenti

che

Vx€R

37

8s. (241s11982)

Si consideri il problema di Cauchy

ta.)

(b)

),' = ly l-arctg e""

.r'(0) = .}o

Determinare I'andamento della soluzione l("r) al variare di,yu.

Dimostrare in particolare che per un opportuno valore di -1 0

si ha

lim -v(x)
.)r+ + 6

îr
1

86. (24lslre82)

Siano l,g: R - R due funzioni di qlasse Cr tali

[f'{x112 + [g(,x)]' : [f'' (.r)]2 * [g'(x)]2: 1

f(0): s'(0) : I

Provare che

/("x) = cosx g(,{) = sen.r
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27. (4l6lre\z)

Stucliare la convergenza della serie di funzioni

.nx- (ìost? )

n=3 tt:

88. Gl6lregz\

Dimostrare che per ogni a)0 e Ó>0 esiste una costante

sitiva C : C(a,b) tale che

xoyb 4c'(xo*b+)'o*b) Yx2o VY)o

Determinare la migliore costante C(a'b).

8e. (41611982\

Sia ,1t' ) I un intero.

dove Do= {(x,r'): x20

eo. Gl6lre82)

Studiare il Problema di

valori del parametro c si lta

-N d*dv 1**

Dire per quali

tl
ff (x2 +v2)
"D

o

, 0<.r,(xa)

Cauchy

.11
v:-' y, (l * xz)z

v(o) = a (a)0),



tracciatrdo poi un grafico approssimativo della
che se a>n I allora .u(x) ha almeno un flesso

er. (s17l1982\

Disegnare la curva

^- Ip- |

e calcolare I'area della
le ordinate.

e2. (51711982\

Str"rdiare la convergenza

Testi dei problemi 39

soluzione _l'(x). Provare
perx)0.

polari è

asse del-

funzioni

f la cui equazione in coordinate

/\-coso lo<a<+) .

\ :/

regione di piano compresa fra I e I'

la successione di

/, \n
l-L + sen'x ì
\tl I

!
I

0

del

sull'intervallo

fu(x) =

[0,r], e calcolare

lim f"(x) dx

93. (s17l1982\

Studiare le soluzioni dell'equazione differenziale

," = 7 - log (x *,r') 
'

tracciarne un grafico approssimativo.

e4. (s17lre82\

Sia /(x,y) una funzione continua e verificante la condizione
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lf'(x, y r) - f(x, y z)l (Z ly, -yz I Y x,y t,J'z €R

soluzione dell'equazioneSupponiarno inoltre che, se .r,(.x) è una
differe nziale

),, = f(x, y) ,

allora per ogni c€R anche la funzione y(x*c) è soluzione della stessa
equazione.

Provare che / non dipende da x.

es. (81r011982)

Studiare la convergenza della serie di funzioni

i t --2n ,,2n ttln/) l.t - ) |

n=l

96. (8lr0lre82)

Studiare il problema di Cauchy

al variare del parametro reale a.
mativo delle soluzioni.

97. (8lr0lre82)

Jl' = sen(l' x)

t'(0) : a

traccianclo por un grafico approssi-

Determinare la soluzione ("x(t),t,(r)) del
differenziali

sistema di equazioni

.)'' +,Y' *.1, * 2x : o

y'-x'*31tt4x:0
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e8. (8/10/1e82)

Data la funzione

, qÈn Y
/(rf ) = ::

-f,

e'-

determinare I'intervallo [a,ó] tale che
possibile.

f(x)dx abbia il valore massimo

99. (22lr0lr982l

Dire se la funzicne

f (x'v) = N-l'l exp [xYl(x'-l l''))

è limitata su R2, e calcolarne il massimo e il minimo sulf insiente

{(x,.r,): lx l+ ly l< 1}

r00. (22110/1982)

Studiare la convergenza della serie di funzioni

,17@ r''2--
n=Q l1l.

tor. (221r011982)

Calcolare il volume
z il cerchio

clel solido ottenuto ruotando intorno all'asse

b

lG,Y,z1: 7'=0, x2+22 _ 2x- 1 <01
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t02. (221t011982,t

.(0)
Sia

-0.
f: R -+ R una funzione di classe Ci , crescente e tale che
Provare che tutte le soluzioni u(.x) dell'equazione

u' = f(u)

sono definite in un intervallo del tipo l--,a[.

ro3. (2r1r11983)

Data la funzione

(x +t ) sen [(x +.r)t ]

,2 + t'2
f'(x, t') :

n

dire se si tratta di una
superiore e inferiore sul

se (x,l) + (0,0)

funzione continua su R2 e calcolarne estremo
cerchio {("x,,r,): x2 + !-2 < 1/2 i .

ro4. (2tlrlre83l

Studiare la convergenza della serie di funzioni

.:- lx-yl
) * log(n-r x2 +-t'21
i7t n:

l0s. (21 lrlres3l

Studiare le soluzioni dell'equazione differenziale

' x -Y -2v=-" x+y
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e tracciarne un $afico approssimativo.

106. (2r lr lt e83)

Sia /(x, y) una funzione di classe Cr
le funzioni

tale che per ogni (xo, yo) € R,

òf/ r.>;- (xo, t)
ov

, **(t,t,o)

sono entrambe crescenti su R.,
Si puo concludere che / è convessa

107. ( rr l2lre83)

Scrivere I'equazione del più
seca I'iperbole di equazione xy

su R2?

piccolo cerchio di centro (0, l) che inter-
= 819.

r08. (trl2lte83)

Studiare, nelle vicinanze

{ (x, :')

del punto (1, l), l'insieme

:Jrsenx-y seny=0].

r0e. (rrl2lt983\

Considerato il problema di Cauchy

)" = exq

v(l)=2

cire se esso ha soluzione, e in caso affermativo tracciarne un grafico ap-
prossimativo e determinarne l'intervallo massimale di esistenza.

(+-+)
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r lo. (rrl2lre83l

Sia ({ ) una successione di polinomi su R, tale che

Pu - 0 uniformemente su R

Provare che, per n abbastanza grande, tutti i Pn sono polinomi costanti.

l l l. ( rt ls lt984l

Studiare la convergenza della successione di funzioni

+)"f,(x)= e* - (t +

sulla semiretta {x > 0 }

r12. (l l/s/1e84)

Calcolare

e"

- 

dxdt',t+y'

dove l): {(r, 1,) : 0 ," 
)

1 13. (rrlslres4)

Studiare le soluzioni dell'equazione differenziale

x--y

II,

(1, ( e-

-v- I*x? +1,2
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114. (1r ls lre84)

Sia y (x) una soluzione non identicamente nulla dell'equazione diffe-
renziale

y"=y2 +0')z;

provare che y(x) non può essere definita su tutto R.

{8l6lte84)

consideri il cono

c: l@, y, z) :r/T+7<, < I Ì .

Dire per quali valori del parametro reale a si ha

0(x3 *qyt +23(2 V(x,y,leC.

t6. (8l6lte84)

Studiare la convergenza della

l 15.

Si

successione di funzioni

i sen (xa t)
| , dt
Jo

f,(x) = n2

sull'intervallo [0, 1]

rr7. (81611984)

Studiare il problema di Cauchy

],'=Llogy

,/l)=-l-'\.e / e

I
--logx

v
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Iperx<-.(si
e

punti (x, y) dove x

consiglia di studiare

logx=ylog.v).

preiiminarmente I'insieme dei

1r8. (8/6/1e84)

Siano a (x), b(x) funzioni continue e positive, ed 1,(x) una funzione
continua definita per x 2 0.

Si consideri I'implicazione

ly(x)(a(x)*b(x) y(t)dt Vx)0j +

(*)

:+ [.y(x) {a(x) exp b(t)dt Vx20)

(i) Provare che (*) è vera quando a e ó sono costanti.
(ii) Provare che (*) è vera quando a(x)lb (x) è una funzione crescente.
(iii) L'implicazione (*) e sempre valida?

rre. (317 lre84)

Studiare la gonvergenza della serie di funzioni

.:x) 2" sen-',3 3"

Detta ^S(x) la somma della serie, calcolare anche

,. s(x)
llm

x+0 X

r20. (317lre84)

Data la funzionc

f,

r,
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f(x, y): sen2 x *;; sen y ,

studiare I'insieme

{(x,,t,) : lxl
Í(r. lyl(;, f(x,s')=
z

rl

tracciandone anche un disegno approssimativo.

r2r. (31711984)

Data I'equazione differenziale del secondo ordine

(*) Y":e Y'-logx,

definita sul semipiano {{x, .,-) : x > 0 }, provare che:
(i) le soluzioni di (*) sono definite su tutta la semiretta ]0, + "" J

(ii) per ogni soluzione _r,(x) di (*) si ha

lim .],(x):-*

t22. (317lre84)

Sia/: R. X R -+ R una funzionc del tipo

(*) f(x,.,"\=g/y), conp:R-+R diclasseCr

(a) Provare che

(**) x

(b) Provare che
del tipo (x).

af af
^ (x, y) = )' ^ (x, .v)ox dy

ogni/:R*XR-+Rdi

V(x, l)€R2.

classe Cr verificante (*x)



f (x, t) = 
l', 

u- ,' dr

dimostrare che essa assume massimo e minimo sul cono

K= l&, y) : o (x (y ( 2x ) ,

e dire in quali punti ciò accade.
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r23. (8lrolle84)

Data la funzione

r24. (81r011e84)

(a) Dimostrare che la funzione

f k)= \ x, e-n''t1n + x2/-n=l

è definita e continua su tutto R.

(b) Dimostrare che/ non è derivabile per x = 0.

tzs. (8lrol1e84)

Studiare la soluzione del problema di Cauchy

, sen.y
- v-l-rrrrt)

v(o) = I

di R2

tracciandone anche un grafico approssimativo.



Testi

126. (8lroll984)

Data una funzione continua/(x) sull'intervallo [0, I

luzione del problema di Cauchy

dei problemi 49

l, sia )'n (x) la so-

tn@)- n)/n@) * e-"' f (r) per 0 =<x 
(

.v,(0)=0.

Studiare la convergenza della successione di funzioni (lr) sull'intervallo
[0, I ].

r27. (221r01r984',)

Dire se esiste qualche
(x, .t'l + (0, 0) si abbia

funzione continua .f : R, --+ R tale che per

f (x, y)= [(x - t)z + ),2 ] log [(x t)z * y21

lxl+ lyl

r28. (22lrOlre84)

Calcolare

lim
€+ 0 ll. ,r*6 dx d1' 

'

dove

D.={Q,v):+=y42x2,

rze. (22lrolre84)

Studiare il problema di Cauchy

I
e (/x2 +.v2 (- |.e
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al variare del parametro
della soluzione.

y"-yy'+x

y(o) = o

y'(0) = c

reale C, e tracciare un grafico approssimativo

too

ì
t*

984)

successione

I

I f, (x)
f

lf^-f
se sup {I-tn

dire se sup

r30. (z2lt0lr

Sia (/ ) una di funzioni continue tali che

è periodica di periodo I, ;

uniformemente su R .

(a) Provare che

(b) Cosa si può
l<
lr,

allora anche f (x) è periodica.

*o"?

r3r. (2sltltess)

Studiare la convergenza della successione di f,unzioni

r32. {2slr ll e8s)

Calcolare

tt +
"D

logy dxdy ,

doveD= .|(", y): O<\D <" < I }



*"
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r33. (7slu re85)

Studiare il problema di Cauchy

l;,'=losy- x

{
lv(l\=e.
t-

tracciando anche un grafico approssimativo della soluzione.

r34. (2slu le8s)

Indicato con o il segmento 1@, y):x)0, y)0,x * t' = 1 |, si con-
sideri la funzione

.+)f (x, y):x rog (t -r:) r y log(r

(a) Provare che

Iog2 , sup /: log 3

(b) Generalizzare il risultato al caso

f (x, Y1:8(x) + g(Y) ,

con g : [0, l1 * R di classe C2 e strettamente concava.

r3s. ( rt lzlrgss\

Dire per quali valori del parametro reale q ) 0 la funzione definita
per (x, .t') # (0, 0) da

.y2 l"ylo
I t-\. l l: _--T-' xa +vz

è estendibile con continuità a tutto R2 .

inf /=
o
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r36. (l rl2lre8s)

SiaF:R'?\{(0,0)}

r37. (rrl2lress)

Studiare la soluzione del problema di Cauchy

, e)'-x2u:-' eY +x2

v(l): o

tracciandone anche un grafico approssimativo.

138. (1rl2lre8s)

Data una funzione continua g : R * R, definiamo una successione
(f,,) di funzioni su R ponendo

f o@): P(x) , fn t ,(x): f (ildt'n'

(a) Calcolare esplicitamente f ,(x) qualora p(x) = l
(b) Supponendo rp limitata, studiare la convergenza della serie di fun-

zioni

(*) | f,al .

,t=o

(c) Calcolare la somma della serie (x) quando

p(x) = e' sen x .

--' R2 la fu

no, n:(

nztone

yz -y2
x2 +y2

r,

Trovare I'immagine di F.



t.

Parte seconda

Risoluzioni dei problemi

Cominciarno con la convergenza puntuale.
Perx = 0 la serie è banalmente convergente.
Per x * 0 la serie coincide, a meno del fattore ir, con la serie geo-
metrica di ragione l/(l + x), cosicché è convergente se e solo se

1/l I +xl( l, cioè per

x1-2 oppure x)0

La somma della serie è data dalla funzione

s(x) =
se x=0

se x(.. 2 oppure x)0

Passiamo ora alla convergenza uniforme.
Anzitutto mostriamo che la serie non è uniformemente convergen-
te su alcun intervallo del tipo [0, a] con a ) 0: infatti il resto
rz-esimo della serie è

r (x) =n'

0 sex=O

ll(l+x)n sex( -2 oppure x)0,

o.ry?, Irn(x)l:,tt* rn(x): I Vn€N

Analogamente, si puo escludere la convergenza uniforme della se-
rie sugii intervalli [a, - 2 [ con a < - 2.Invece. si ha convergenza
uniforme sugli insiemi del tipo
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Au=f-*, -2 --6lU[6,*-[ , 6>0,

in quanto la successione

sup lr (x)l=
t' fl '

o (l + 6)'

2.

tende a zero per n -'> @

Il ragionamento precedente può essere raffinato per mostrare che
la serie converge uniformemente (anzi totalmente) su un insieme
,4 CRsee solo se,4 C Au U l0f nerqualche 6 >0.

L'insieme,4. corrisponde alla zona tratteggiata in figura:

Poniamo D =
cheD CA C

x2 +y2>

JT <v

0(y(l

y4 +y2>e2
+

0(y(l

l(x, ù e A, : y à e): si verifica allora facilmente
D,tJ r; infatti

-2c

l,r "'l+''î)
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D'altra parte I'integrando è positivo sú 4., per cui

t( x*l tt x*l tt x*l
,f _ dxdt < ll - dxdt, <JJ - dxdl'
!lo- )' Jlo y "or,,E y

e quindi basterà calcolare fim ff.r_ 
o )lD 

e

Si trova facilmente che

cosicché il limite cercato è f

Posto

+d,dr= l,
,!t 5 e2 e4

| (x+l)dxdy:T- 2 - 8 .

)o

x*l
v

dx dy.

I

vII, ,

3.

w=rl+7J

il sistema dato diventa

z=u-7)

w':0

con le condizioni iniziali w(0) = a I b, z(0) = a - b.

Si ha allora

w(x)=a * b, z(x)= (a - b) s-z*

da cui, essendo u = (w + z)12 e a = (w - z)12,
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4.

Risoluzioni dei problemi

Osserviamo anzitutto che la soluzione (.u(x), a(x)) è definita
su tutto R: infatti le funzioni che compaiono al secondo membro
del sistema sono lipschitziane in (u, a) unifbrmemente rispetto ad
x. Consideriamo ora la funzione

6(x): u(x) -- a(x) ,

osservando che essa è una soluzione dell'equazione differenziale

6'(x; =11- 6 (x)) -.f (6 (xl) .

Tale equazione soddisfa le ipotesi del teorema di Cauchy-Lips-
chitz ed ha fra le sue soluzioni la costante nuiia (in quanto"f(0) =
= 0), pertanto, essendo 6 (0) = I > 0. si può concludere che

(1) 6(x))0 Vx€R.

D'altra parte I'ipotesi sulla/ implica

(2) f(t)>O per/>0,

quindi per (l) si ha

f(t)<0 per /<0,

u'(x):71-6(x))<O

u'1x1 = 716 (x)) ) o

Così, r.r è decrescente e a è crescente, e ricordando (l) si ha

0 ( o(x) 1u(x) 1l Vx)0

Le funzioni u e î, ammettono allora limite finito, 9, e 2o, per
x-++-,esiha

Qu2Q,

Se fosse Qu) 2, si avrebbe poi

lim u'{.x1:11Qr- {,)<0,



F
r
/
t

da cui

lim u(x):-€ ,
r+f6

quindi deve essere necessariamente Q.

Osserviamo che le ipotesi su / sond
sia lipschitziana e verifichi (2).
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-o- xD.

sovrabbondanti: basta che /

5. Per la convergenza puntuale, si

x2n
Í'. (x) = --==. vn

osservi che le funzioni

tv2\
loglt +-:--l

\ \/tx /

sono positive su R, quindi la serie data risulterà convergente op-
pure divergente verso * oo .

Usando la nota disuguaglianza

log(1 +r)(/

con /: xz 11fi si ottiene
;
s
t!

$
a.

ii
i
l
t
i
,:

(l)
y2n yz

f-txl <-- | <vz"'z' \/ tt 'v/ tt

f (1)
lim :î: lim

n4ú I ,*-

;

e quindi, per il teorema del confronto, si ha la convergenza per
lxf ( l.
D'altra parte, essendo

loell * nlini - -- 
l/+o t

loe(l + lltfrrl

si ha

tkn
*l
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pertanto la serie diverge per x = l, e anche per lxl ) I in quanto

lxl2l * f,(x)>f,(l).

Per quanto riguarda la convergenza uniforme, dalla (l) si ricava
che,posto Au :Í- I + 6, I - 6l perO ( 6 ( l, si ha

sup,f..<(l -6122+2 Vn €N,
o

quindi si ha la convergenza uniforme su ogni intervallo A u con
0 < 6 < l. D'altra parte non si ha convergenza uniforme su ]-1,1[,
altrimenti si avrebbe convergenza anche negli estremi - I e l, il
che non è.
Piu in generale si può affermare che la serie converge uniforme-
mente su un insieme .4 q R se e solo se A QA ^ per qualche
6e10, l[.

6. Indicando con

v2 ,,2 t2
. n t! t
' ) | ,) t c \

a- D- c'

I'ellissoide dato, e con S la sfera unitaria di R3, si ha subito (usan-
do il cambiamento di variabili 7 = xfa, V = y lb, V = zlc) che

vor(E) : Ill" 
t dx dy o' : Ill, abc d7 dy'dv= ! n ob,

Si deve ora massimizzare la quantità7{r,, U, c)=abc sull'insieme

a = l@,b, c)€R3 : a >0, b20, c20, a + 2b + Ec='ll.

Dato che -4 è chiuso e limitato e che f è continua, il massimo esi-
ste. Inoltre / è non negativa, ed èf(a,b,c)= 0 pera:0 oppure
b = 0 oppure c = 0, quindi il massimo di / su .4 è un massimo lo-
cale di f sull'iperpiano

ì

rlr =l@, t,,)

n = l@, b, c) : a * 2b + 3c =7 I.
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Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, ci si riduce a ri-
risolvere il sistema

bc=ì.
ac=2\
ab = 3)r

a*2b*3c=7

E' facile vedere che deve essere

777a=-. b =-. c =- .

3' 6 9

In corrispondenza a tali valori dia, b, c si trova il volume massimo
686

cercato che è 
-îr.
243

7. Perx20siha

,f,+z(y e+ [y-z)0 e x((y-z)2],

dunque

n = l(x, y, z) :0(y ( 1, 0< z <v,0(x ( (Y - 4' | .

Applicando 1l teorema di Fubini-Tonelli si trova allora

.Tlrro

e

#

lll,,r, 
dx dv dz

I

= 
l"

r.! r.\f-z)2
/Lv)[ fff ax\az)av=

LJ'\/, I J

\)"
o)';dy .
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8.

Riso luzioni dei prob lemi

Detta u(x, y) una soluzione del problema e fissato -/ € R, poniamo

a(x): u(x, y) .

La funzione u verifica allora

a'7x1 :ff A, y) = y - u(x, j) : ), - o(x)

e quindi a risolve

a'(x1:

a(0) :
-olx)y

o/

9.

La soluzione (unica) di questo problema di Cauchy

a(x):y*(et -y')e-,,

dunque la funzione

u(x, Y) = ), + (eY - )') e- *

è I'unica soluzione del problema proposto.

(a) Posto per ogni r ) 0

A,= l(x,y) : 0(x=<r, 0(l< I l )

si verifica subito che

Ar-tCDrCA, V r2l

L'integrando è positivo, dunque il limite cercato coincide con il
limite per r ++ "" della funzione crescente

ll^,
f(r)= l+x2 +y2

dx dl
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F
T

F

t
i

Per il teorema di Fubirti-Tonelli si ha

Allora si ha

f (r): l,ul.?T? ax)at,

da cui, usando la sostituzione t: xMt + 1,2 ,

Í\r):i"#
In vista del limite peÍ r'+ + 6 , una
arcte7A/GT) e

rrîl
arctr 

^ 
( arctg .fl=<t Vy € [0,

vL v
ll

r
arct! __-- 6l1t .

\/t+Y'

buona stima della funzione

arclg EvL

dyI

I" \/c7

1

479[9 

- 

fly-J| +x'

I

I"

cosicché

(b) Applicando ancora il teorema di Fubini-Tonelli, ma nell'altro

,lT- re)=+ i, ffi = t,oro +\/r).

verso rispetto a prima, si ottiene

,'frt I I : I
ÍV)= I ll -. , 

- 

d1'ldx= 1 

-

J\'' 
J'LJ, L*x2+y''J Jot/t+r'

owero, eseguendo la sostituzione llx =tgt ,

rr lz arcte (sen /)Ílr)=l #dt.I sent
' srctg llr
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Confrontando con quanto
concludere che

trovato nella parte (a)

ì
dt =-: loe(l +J2) .

z

sl puo allora

rn l2

J,

arctg (sen /)
sen t

10. Ricordando
diventa

fl
ll

to,ríjdlo.tt

II
[o,r ]x [0,1 I

I.[f,u..

che ds A dr : - dr A ds e sostituendo, l'integrale

[(r' + s') (r - s) (dr - ds) A (sdr * rds) *

l- (r - s) rs (2rdr i 2sds) A (dr + ds)l =

lro - so -f 2rs (r2 -2rs*sz11drAds=

2r3s-4r2sz +2rsJ

I l. I due insiemiA e B sono indicati in fisura:

-s4|drldr: 
I

) 18



Le equazioni degli archi di parabola

,4 sono le seguenti:
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che compongono il bordo di

ò,A= Ix't

a,.a = lx

a3
I

5

ed i punti di intersezione sono

/4 1 \ /4 I \
P:l=, ---j--) Q= (;,-o)

\s \/5/ \5 \/5/

Consideriamo la retta di coefficiente angolare -- I e passante per

Q : essa ha equazione

rr=-t"-F:'-

Posto

C:{-r,(-x*

è chiaro che A t C C, perché in A y ,r.( I

F
t

i
t74+V)

5i

4 +JT
5

proviamo che C 1,4. Scrivendo,4 come

A = Ar u A,:(, n {' *+ùr(, " {" t+})

4
è x(_-

Basta allora provare che,4 , C C: scelto (-x, l') €,'{2 si ha

I
lll( -, e ahchex=<l-y2,dacuiv)

x+y<l+y-y2
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A2 siha

x*y(

cioèArCC.

Poniamo ora

D: ly2-x +3);

è chiaro che B C D, perché in B è

(3 -x) + (3 -/)< I x - 3l+ lY - 3l<3

e quindi x + y ) 3. Allora daA CC e B C D segue

dist (,4, B) ) dist (C, D) .

Quest'ultima, come è facile vedere, è uguale a

dist (C, D) = dist (Q, H) =

dove Il, la proiezione di Q su D, ha coordinate

4 +\F
)

1l -/F
l0

rT

I ts -JT 1l +Vî\
\ 10 lo /

D'altra parte Q e A, H e B, dunque

dist (.4, B) ( dist (Q, n
l1 -,8la distanza cercata è allora lO J2
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12. Supponiamo che/verifichi la condizione

0) lD.f(x)l <ft Vx€R",

dove Df = (DJ, . . . ,Dnfr è il gradiente di/. Fissati x, y inP(
consrideriamo la funzione (di una sola variabile reale)

p(t)=f(x+t0-x)).

Chiaramente g è derivabile, e si ha

p'Q)= Df(x + t O - x)) . (_y - x)

(dove a'ó è il prodotto scalare di a e b). Grazie alla fl) e alla
disuguaglianza di Schwarz si ha allora

l,p'(t)l4kly-xl

e quindi

I fO,) - f(x)l= lp(t) -_ p(0) l=

)o

cosicché / risulta kJipschitziana.
Viceversa, sia / una funzione k-lipschitziana di classe cr . Avendo
fissati x ed h in R", consideriamo la funzione (di unà variabile)

r!(t):f(x + th)

Si ha

l,! (r) - ú(0)l= lf(x + th) - f(x)l < k I tl lhl,

1, ''u' 
o'l*

e quindi

l,r'(0)l<klfti
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D'altra parte rlt'(t): Df (x + th) . h, pertanto

lDî(x)'ft|<klhl.

Per l'arbitarietà di h (si scelga h = Df (x)) si ottiene allora

lDf (x)l<k.

secondo quesito ha in generale risposta negativa. Ad esempio,
funzione

f (x)=t/t + lxF

è 1-lipschitziana, in quanto

II
la

lDf (x)l: ----a ( | ,vr+rxl-

mentre per

Pt =(2,0,. . . ,0),

edn)2risulta

(a) L'equazione ha
(O,a)sihaylxz
nell'insieme aperto

Pz=(0,2,O....0), , Pn = (0,0,

., 
1

Drf(P)=+v) n

senso per y * x2. Siccome nel punto iniziale
, possiamo limitarci a considerare l'equazione

,1,=l@,y):y)r'I.

,2)

13.

In tale insieme la funzione f (x, y): ll0 - x2) è di classe Cl e

quindi localemnte lipschitziana in y. Per il teorema di Cauchy
esiste allora una ed una sola soluzione y_ (x) del problema, definita
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in un intorno del punto x = 0. Inoltre, dal fatto che f (x, y) è di
classe C- in ,4 si deduce facilmente che anche I 

"@) 
è di classe

c*.
Dall'equazione si ha subito che

I
u'(o) =-

a

Derivando membro a membro I'equazione si ottiene poi per ogni
soluzione y (x)

2x-y'
0' -- x2 'rz

(2 - y") (y - x') + 2(2x - y')2

e anche

pertanto

il,v 0 - x')t

y,^,(o): - +-a- Y:"(o)=+**- a' o."

(b) Sia ì. € ]0, + o" I I'estremo superiore dell'intervallo massimale
di definizione l di y"(x). Il grafico della funzione y. sta tutto
all'interno dell'insiemò,4, dove èf (x,1,) ) 0, dunque ii ha subito
che yo è crescente su [0, ].[. In particolare.esiste

p = lim y_(x) ,

edèa(p(f"".
Proveremo che ). = p = f oo , nìostrando che altrimenti si pervie-
ne ad una contraddizione.
Se fosse ì. < + 6 , lr ( * "" allora necessariamente il punto
(À, g) dovrebbe appartenere alla parabola y = xz laltrimenti per
1l teorema di Cauchy-Lipschítz si potrebbe prolungare ancora
la soluzione yo in un intorno destro del punto r = À_,contraddi-
cedo la massimalità di 4. Ma allora, essendo y.(x)) x2 perx ( ),,'

si avrebbe



68 Risoluzioni dei problemi

(1) tt_lorx)=5"'=11{=,,
À-x ì.-x l-x Vx().,

si ha per ognie d'altra parte, applicando il teorema di Lagrange,
x(ì.

u-v (x)' -S-- 
=t'll l:

L-" )a\'x'

conx(€, (tr,equindi

yo(t,) * E'.

tt-y-(x)lim -*o
-x+ À-

in contraddizione con (l).
Se invece si avesse ì. < + @ , lt: + oo , vorrebbe dire che la retta
x = ì. è un asintoto verticale per la funzione crescente y^ , quindi
necessariamente

limsupy'^(x)=*É,
x* À.-

in contraddizione col fatto che

lim y'^ (xl= lim - ^!-; = 0 .

x*À- * x*^- ya\x) -x'

Non puo infine essere ì. : * o", trr ( *
ogni -r.
In conclusione I'unico caso possibile è

leva dimostrare.

Si potrebbe anche provare che y -(x)
v = x2. nel senso che

o" perché !o(x)2x2

ì,:/-r:*-,comesi

è asintotica alla parabola

per

vo-

lim 0^@) *xt)=0.
x++e



Un grafico
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approssimativo della soluzione peî a: I è il seguente:

14. (a) Per x ed y positivi si ha

"Jr" *y" +ny

e quindi

(l)

>"\F +f>"J6axTlt[: max{x, r },

"Jf,@, t) { max {x,l }

Per il criterio della radice, si ha allora la convergenza della serie
per ogni (x, y) tale che
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(2) max {x, r })

cioè al di fuori del quadrato Z: [0,
@, y)e I si ha

l,

1l X [0, l]. Viceversa, per

xn *!-"*ny42*n,

quindi f,(x, l)> llQ I n) e la serie è divergente. Allora la(2)è
condizione necessaria e sufficiente per la convergenza della serie
data.

(b) Cerchiamo ora i sottoinsiemi A 9Q per cui sia

(3) i.uof (+"o
/- a" f,
n=| "

Dato che la convergenza totale (3) implica la convergenza unifor-
me e quindi la convergenza puntuale, occorrerà anzitutto che A
sia esterno al quadrato T. Dalla disuguaglianza (l) segue poi facil-
mente la (3) non appena esista un 6 ) 0 per cui

max{x, yl>1 + 6 V(x,y)eA,(4)

cioè se ,4 ha distanza positiva da T. Viceversa, se la (4) è violata
vuol dire che si può trovare una successione di punti (xn , )'n) in
A tali che per h -> *

(,xn, !1,) * (x-, yr) con max {i y } < t

Ma allora per la continuità dif si ha

yp4 
"ro"o 

fn(xn, to))f,,(x, l) Vn €N,

If (x. v)Jn\"'//' 2tn '

quindi non si può avere la (3).
In conclusione si ha la (3) se e solo se vale (4).
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15. Sia/(x, y) Dna funzione continua tale che

ab
(l) t t fG,vtdxdv:ab v@,b)€R2

! o Jo

Derivando ambo i membri di ( 1) rispetto alla variabile a, ed uti-
lizzando il teorema di Fubini-Tonelli e il teorema fondamentale
del calcolo integrale, si ha allora

b

I f<r,a)dx:ó Va€R Vóe R

)o

da cui, derivando rispetto a A ,

f(b, a)= | V(a,b)€R',

SI ottiene

che è la tesi.
Supponiamo ora che

(2) f(x,y)=-fQ,x) V(x,y).

Eseguendo il cambiamento di variabili 7 = y, V = x

a d .a a a

[ [ re,y)dxdv= | [ 1y,i)dÌdy:- [JoJo ls Jo Jo

da cui

f ^.- -,I Itx,y)dxdy,
Jo

(3)

che è la tesi.
La (3) puo
ad esempio,

, 
LI" f (x, y) dxdy:g Va e R ,

essere verificata anche da
la funzione

xy

0

funzioni che violano (2):

xy 10

xy)0
SE

SC

f (x, v)=
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è nul1a nel primo e nel terzo
f (x, v):f 0, x).
Si possono dare esempi anche
ca questi quadranti, come

quadrante, quindi

con funzioni il cui

verifica (3), ma

supporto interse-

2rx
/Sen-

v
f (x, v)=

0 altrimenti

Se è a ) 0, si ha infatti

1*-
Sen 

-
v

(a) La cuwa C è di classe Cl ed ha per tangente in (x(/o), y(/o)) la

retta

x(/o)*x'(to)G-to)

y(tù + y'(to) (r - ro) ,

Poiché

-t'1f1= I * sen /,'/-'(t)=2 cos2t,

nell'intervallo [0, 2tr] si ha

se ylx>-0

f ,U" " 
r(x, v) a,)at' = f ", 

(l'"

I
lv =
I
1| ., -t,
t"

ax)at" : o

16.

0 per t-

0 per t-

57
I 

--a-4,,,t4-4tl

x'1t1 =

v'(t) =

t

tftf.lt.2t t3,.4

il | Ll
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I punti della curva che corrispondono ai valori 0, tt, tz,tr, I
e 2r del parametro / sono (ne11'ordine):

A = (-1. 1) , P, :(+-{ ,r) , P, =c, *f ,o),

,2) , ,:G. ,

73

.4

') 
,". :ff,-{,r),, =(+, *s

4r =(2r - 1, l)

Nei punti P,,, Pr, Pt ePa latangente alla curva è orizzontale, men-
tre nel punto P è verticale. Si ha poi

x'(r;)0 per /€[0,22r]\ {rl
y'(t)>0 per /e [0,tt[U ]tz,ttt u lto,2rl

y'(r)10 per t€ltr,trI u ltt,t+[.

Il grafico della curva c è allora simile a queilo in figura (in partico-
lare C è un grafico cartesiano rispetto a x).

b) La retta normale alla curva C ne.l punto (,x (/o ) l,(/o )) ha coef-
ficiente angolare uguale a x'1to)ll,'(to), se è yí(tò /ó, drnqu.
le normali in A e.B hanno equazioni
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rispettivamente.

c) L'intersezione fra le due normali è il punto

ll
Y=-îr- z

d

rr = v -l I - 
-

y^tt'2

4-2, \
'6/'

fra la curva C e i segmenti ,4P,

;
J

i

P=(

dunque il dominio D racchiuso
PB è del tipo indicato in figura:

Si ha allora

area (D) = area fù - area (7, U Tr)

ou" rt è- il dominio racchiuso dalla curva C e dglgeem2ytlAî,
trE e nE mentre T, e T, sono i due trapezi A,TFF i pFEE. nn-
trambi questi trapezi hanno la base maggiore uguale ad I e la base
minore uguale a (4 -- r)16, mentre le loro altezze hanno somma
| * n12: si ha allora

11tt
u Tr) =; Il

z\ 5 n rz
-t--l=--î

2/ 6 3 24
area (T 

1
..=)('
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Per calcolare I'area del dominio D possiamo usare la formula
seguente:

aîea(D) = ydx.

Sui segmentiAî e En siha x: costante, mentre su,qE è I = 0,
dunque la forma differenziale y dx è nulla su questi tre segmenti, e

di conseguenza si ha

area (D) = ydx,

di estremi A e B. Si ha dunque:ove I indica I'arco della curva

y (t) x'(t) dt =

I
òD

$
$

$

$

,ti

#

*

:,;

i,r
ili

$
.ii

I:;
)

I
f

C

1r l2
= [ fr*sen2r)(t

Jo

8n*senf)dt=-+-'aa
1/

In conclusione

11 T 12
area(D):-* . +-

6624

17 . (i) La funzione I y - x I che compare al secondo membro dell'equa-
zione diflerenziale è lipschitziana in / con costante di Lipschitz I :

infatti si ha

ll y t - x I -- I ),2 - xll ( | ("t, r - x) - (),2 - x) I = 1 ), t - j, z I 
.

Di conseguenza, peî ogni valore di a,1l problema di Cauchy ha una
ed una sola soluzione, definita su tutto R.

(ii) Ponendo

z(x)=y(x)--x,
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il problema dato si traduce in

(l)
-t - l-l l

z(0):a

L'equazione zt = lzl - | ammette le due soluzioni costanti z = I
e z = -- l, che rappresentano le soluzioni di (l) nei casi c: I
ed a : -- I rispettivamente. Di conseguenza ogni altra soluzione
di ( I ) avrà un grafico che non interseca le due rette z : I e z - -- I ,

grazie al teorema di unicità.
Così, se è a) 1, la soluzione di (l) resta sempre maggiore di 1, e

quindi è anche soluzione dell'equazione

(2)

e analogamente se èa ( I si haz (,r) ( l, quindi z risolve

(3)

Ora si verifica
spettivamente

(4)

(s)

z':-z-1.

facilmente che le soluzioni di (2) e di (3) sono ri-
le funzioni della forma

z(x):7 * Cre'

z(x)= -- I + Cz€-'

al variare delle costanti Ct e Ct.
Utilizzando la condizione iniziale z(0) = a si trova che

(6) z(x)=1+(a-7)e* se a)l

(7) z(x): -- 1+ (a+ l)e-" se a1l .

Resta da esaminare il caso in cui - 1 < a 1 1.

Detta z" la soluzione di (l), si ha I z"(x)l( i per ognix, e quindi
z'o(xÌ:'lz,(x)l - I < 0. Dunque zo 

*è 
decrescente su R, fra i due

valori



F'

[1 = 
-_lim - zo(x)= strp za
l+ 

-6

Ma allora da ( 1) si ricava

,!T- z'"(x): iQl l- I

e quindi necessariamente (v.
dice).
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Qz: lim z^(x):infz-.
-Y*+@ u a

77

, 
"lÎ * zo(x)= lgrl- 2,

il teorema dell'asintoto nell'Appen-

se 0=<a(1

se -l<a(0.
e C, in (4) e (5), si trovano fa-
per x 2 xo euando c ) 0 e per

ll, l= ll, l:1 .

In conclusione, essendo Q, ) Q2, si ha Qr : I e Qz: -, l, cioè la
funzione zo(x) decresce da I a - I quando x variada -6 a t oo.
In particolare esiste uno ed un solo punto x_ per cui è

za(xa) = 0 ,

e. quindi zo è_della forma (4) per x ( xo (cioè dove è positiva), e
della forma (5 ) per x 2 xo
Più precisamente, se è a ) 0, deve essere xo )- 0, e quindi zo(x) e
data dalla (6) per x ( xo, mentre per a ( ó si ha xo ( 0, coiicché

z o@) è data dalla (7) per x 2 xo.
Allora si ha, in particolare,

I
loe 

-
- | -a

log(l *a)
Infine, ricavando le costanti C,
cilmente le espressioni di zo@)

x (x. quando a ( 0.
In conclusione, ricordando la posizione iniziale ), : x * z, si ha

per q27, y(x)=x*l-t(a- I)e*;

x * I - (l -a)ex per x(log 
*

I
x * I * | _a e-r altrimenti;

x=

.i

j
:;

.$

Ijl

fr

#
trs
:E

ì
,tì

dE
3{

,ti
lì lj

'j

ri
a,:l

$
j}
.il
,.ii

v(x):per 0(a(1,
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per -l<a<0, y(x)=

xfl

x--l

1
t

-- ex
a*l

per x(log(l +a)

per a<- I y lx)= x -l+(1*a)e-'

(iii) Per lal( I siha x - 1<y(x)(x * I equindi lim 
y\x) 

=
x+r@ .Y

* (l I a) e' altrimenti ;

mentrepera(-l

ylx)
x

ylx)

Un grafico approssimativo delle soluzioni è il seguente'

Per a ) 1, si ha invece lim



T
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18. Derivando membro a membro la prima equazione e sostituendovi
la seconda. si ricava

4"' = (tt' - au) * aut ,

da cui, procedendo allo stesso modo, si perviene alla seguente
equazione del quarto ordine nella sola incognitau:

(l) urv -utì+azu=o.

Fra le soluzioni di (1) vi sono le esponenziali (complesse)

u(x): e^' ,

dove ì. è una radice (complessa) dell'equazione

(2) ì.4-X2 *a2=0.

Queste esponenziali sono tutte periodiche se e solo se (2) ha solo
radici immaginarie pure (cioè ì. = ib, con ó € R). Se a 4 0, I'equa-
zione (2) non ha radici immaginarie, perché

(ìb)o - (iDz + a2 =b4 + bz + a2 )O .

Se a = 0, l'equazione ( I ) ha come soluzioni tutti i polinomi di
primo grado, che non sono periodici se non sono costanti.
In conclusione, non è possibile trovare alcun valore reale del para-
metro a per 1l quale tutte le soluzioni del sistema siano periodiche.

(ii) Cominciamo col caso a * 0. Se N > | è il grado di un poli-
nomio, la sua derivataha grado 1/ - L
Sia (ez, a) una soluzione polinomiale del sistema, e sia ly' il grado di
el. Dall'equazione

u" =u' - eu

segue che a" ha grado N, quindi a ha grado N + 2. Ma dall'altra
equazione si ottiene che u" ha grado N + 2, quindi u ha grado
N + 4, assurdo. Il caso c = 0 è analogo .
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lg. (i) La funzione lyl+ xz, che compare al secondo membro della

àérurlon. differenziale (*), è chiaramente lipschitziana in y, con

cóstante di Lipschitz ,g.rui" ad 1. Pertanto le soluzioni di (*) sono

definite su tutto R. Si ha poi, sey(x) è una di tali soluzioni'

v'(x)> o vx*0,

cosicchéy(x)èunafunzionestrettamentecrescentesuR.Inparti-
;;i;;;, ; )"'e ru soluzione che si annulla nel punto x = a' si avrà

lo(x)10 Per x1a , Ya(x))0 Per x)a'

Di conseguenza yd risolve le equazioni lineari

y'=-y*x2 perx(a, Y'-Y*x2 Perx2a'

e quindi con facili calcoli si trova

(x' -2x +2) -(a' -2a*2)eo-* Per x(a

- (x' l-2x +2) * (a2 *2a*2)e'-o Per x2a

(ii) Come si è visto, ogni soluzione di (*) è crescente su R'

Da (*) si ricava poi, per ogni soluzione y (x),

lim Y'(x)= lim !'(x)=+*,
X+-€ X++€

e quindi necessariamente

lim y(x)=-@ ,
x+ -€

lim 1l(x): * oo

x++@

Allora esiste uno (ed un solo) numero

altre parole y (x) è del tipo individuato
rca\e a per cui Y (a): 0' In

in (i).

20. Indicata con K I'unione del
simmetrico {z(- xz -Y2

paraboloide {z à
], il solido K(s, t)

x2 +y2 ]edelsuo
è la parte di K com-



'j
{
g

I
*
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presa fra i piani z = s e z: t. La sezione di K(s, t) all'alfezza z è

un cerchio di ruggio \A zl , dunque il volume di K (s, /) è

v(s, t) = 
I:,. 

I zt dz = t r, I zt)', = i U, + s,)

La superficie laterale S(s, /) è u-euale a .S(0, /) + ^S(0, - s). Dato
che K(0, f) è generato dalla rotazione intorno all'asse z del do-
minio l{x, z)€ R2 : o <x <1/l x2 {z (/ }, si ha

.S(0, /) = 
[

e quindi

2nxJl * (2x)" dr= . tvl + 4t)5 - 1)
o

,S(s, /) =
6

l]ffiù3 + (/T:613 _21

Di questa funzone dobbiamo cercare massimo e minimo sulla
varietà {{s, r; : s ( 0 1r, V(x, f)= I }.
Applicaido lln'tetodo dai moltiplicatori di Lagrange si ottiene

JG4i
/-vl -4s

s2 +t2

s(0(r

2)\t

- 2).s

2

I

da cui À + 0 e t : -s :-F . L'unico punto stazionario è
\/ 1l

t 1 l\i---r\ \6'\frl
Sul bordo della varietà si ha
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'(o,rR):'(-\ f ..,

che è minore di

-t[+,)=*[

lrl't'
-l

I

-t\/ 1T

/ | r\ ntrtff _'\-c fr):rLV *,nl -
La massima superficie laterale si ha dunque per

'(', lR)

mentre il minimo non esiste: c'è solo I'estremo inferiore

2l. Essendo

fr(x, ù = en lY 1 ,nx - (r'* '' t)n 
,

la serie converge in unpunto (x, y) se e solo se exp(x * lyl)( l,
cioè per

x*lyl <0.

Studiamo ora la convergenza uniforme su un generico insieme
,4 CR2.
Supponiamo dapprima che

(1)

Si ha allora

sup (x+ lyl)=-6<0,
(x, y)€ A

f,(x,ù((e-u)n v(x,ùeA,

e quindi la convergenza su,4 è uniforme,anzi totale.
Viceversa, supponiamo che (l) sia violata. Si ha allora, grazie al

I



22. Per ogni fissato (x, y) consideriamo la funzione

s (t) = f (tx, ty) ',

tale funzione risulta di classe Cr e si ha

g'(t) = xf, (tx, ty) + y fy (tx, ty) .

Essendo g(0) ="f(0, 0) = 0, si può scrivere

.l
f(x, y):c(1) = I g'1t1 dt = x A(x, y) * yB(x, y) ,

Jo
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fatto che la funzione esponenziale è crescente,

sup f-(x, y)= exp [n sup (x + I yl)]> eo = | ,(x,y)eA " (x,y)€A

e quindi non può aversi convergenza uniforme su .4, perché
questa comporta in particolare la convergenza a zero della succes-
sione (sup f ).

In conclusione la ( 1) è condizione necessaria e sufficiente per la
conyergenza unifornte su,4.

dove

A(x, v) (tx, ty) dt .

t-I= I f,ft*,ry)dt, B(x,y)= [ f,Jo lo

Le funzioni A e B sono continue in quanto/ ed/u sono continue,
e quindi siano nelle condizioni di applicare il se'guente ben noto
teorema: se tJt(t, z) è una funzione continua su [c, ó] X Sl con
Sù aperto di Rk, allora la funzione

b

9Q)= | tlt\t,zlar
Jo

è continua su S)
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23. Osserviamo subito che si tratta di una equazione differenzialenon
in forma normale.
Sia y (;r), una sua soluzione Cr , definita in un intervallo 1e tale che
1, @) ) 0 per ogni x. Poiché è

0' - x) gt' t xy):0 ,

in ogni punto x € 1 si deve avere

(l)

oppure

(2)

(3)

y'(x) = x

-l''(ir): - xY(x)

Dato che.x .e - xy (x) hanno segno opposto se x ;a 0, in ogni pun-
to di 1\,{0 } è verificata una sola tra (l) e (2). Sia dunque xo €
€ 1 \ {0 }, e per fissare le idee supponiamo xo ) 0. Se in xo è veri-
ficata (l) si ha y'(xs) > 0, se è verificata(2) alloray'(xo) < 0.
Ma y' è continua, e non può annullarsi altro che per x = 0, pertan-
to ha segno costante su 1 n {x > 0},cio significa che lastessa
equa.zione verificata in xo deve essere verificata in tutto
Iàlx>0Ì.
Analoghe donsiderazioni mostrano che in tutto / n {x < 0 } è

verificata una sola tra (l) e (2).
Le soluzioni positive di ( 1) sono le funzioni

x2y(rú)=A- 
z

lxl<.rfi

con A ) 0, mentre quelle di (2) sono le funzioni

(4) Y(x) : Be*'lz

con,B ) 0 .

Le soluzioni dell'equazione di partenza sarallno allora le funzioni
del tipo (3) e del tipo (4), e inoltre tutte quelle funzioni di classe
Cr che si ottengono raccordando in x = 0 funzioni del tipo (3)
con funzioni del tipo (4).
Perché il raccordo sia una funzione continua, occorre che sia
A : B. La derivata risulta automaticamente continua arrche in
.x :0, perché è nulla sia per funzioni di tipo (3) che di tipo (4).
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In conclusione, per un dato punto (xo, yo) con yo ) 0 passano
4 soluzioni di classe C' : due sono

x2yr@)= Ao-î perlxl<\/Eo

.vz(x)= Bo e*"12 ,

v2
ove.4o:;*yoeBo

1Ao 
e" lz

ys(x): 
I1,2lAr-;

-2

yq(x) =
Bo g*'lz

mentre per )úo ( 0 sono

*2
Ao

ys(x) =
Ao9" lz

= ! o €-'3 tz . Le altre due, per xs ) 0 sono

per x(0

per 0(x 11/úo

per --\EBo (x ( o

per x)0

per -\mo (x ( o

per x)0

per x(0

per 01x 4tl2B, .

Bo

yc(x) =

Bo g" lz

x2
Bo

Le quattro soluzioni sono indicate in figura, nel caso x6 ( 0
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24. (a) Posto

g(z) =

si ha /(x, y) = V0) -- p(x).
lo è anche /. Si ha inoltre

dt,

funzione g è di classe C- , dunque

lo

La

r-_

l_-_,

(1)

lî(x, y)t=

lim f (n, - n)=

lim f (- n, n)=

+€

o,a 
J__e-'" 

dt=tF,

t2.e-'dÍ=-\/77

m ax lx. v)

[ 
" 

,-,"
J min(x,y)

(2)
tz ,. 

-
, dt =\/ 7î
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Risoluzioni dei problemi 87

L'estremo superiore e l'estremo inferiore di / sono allora uî e

(b) Dato che Df(x,y)= (- e-", €-' v'; non è mai nullo, ipunti
di massimo e minimo per / si trovano sul bordo f del cerchio.
Cominciamo con il massimo. Scelto (x, y) e l, se x ) 0 allora
(x, y) non può essere di massimo, in quanto (- x, y) € f e

f(- x, y)= p0) - p(- x)) p0) - p(x):f(x, y),

per la crescenza di g. Possiamo allora limitarci a considerare i punti
di f per cui x =< 0. Se ora è y ( 0, come prima si ottiene f (,x,*y))
) f (xt ly). I1 punto di massimo si trova quindi sull'arco f n {x 

( 0,
y à 0 |: questo può essere paramefiizzato come

{(cos 0, sen 0) : <n)

Ora,

î
-<92

d(3) --;;
dU

e dobbiamo

sempre nell'

îrrer0=-^)
condizione

/(cos 0, sen g):- (e-"o" d sen 0 1 r-sen2 s cos0)

trovare per quali valori di 0 tale derivata si annulla,
f n I

intervallo l; . n l. Osservato che ciò non accade
J

, possiamo dividere per e-' cos2 0 aes I ottenendo la

tg0 * ecoszo

Questa equazione è soddisfatta

_U

3n
per 0 = -1, " la funzione tg I *

+ ecos'o è crescente (perché somma di funzioni crescenti) su
fr I :n
lr,n f 

, dunOue 0 - 4 è I'unico zero della derivata (3): il
L- t / ,tT.tT'\
punto di massimo cercato è allora (-f ,Y ).r* quanto ri-

guarda il minimo, basta notare che f (x, y) = --fO, x), dunque/-F .n\mtnf=flY,-Yt ' maxf." "\2' 2 /
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(c) Il limite non esiste, come si ricava da (l), (2). Altre dimostra-
zioni (piu rapide) del punto (b) si possono ottenere con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange oppure sfruttando la concavità di
/ sul secondo quadrante e la sua simmetria rispetto alla retta
x*y=0.

25. Anzitutto si vede immediatamente che la serie converge
punto delle tre rette

so={.v=o} S =lv1t t' Srr, : P:2rl

Inoltre, scrivendo la serie

essa converge anche in ogni

nella forma sen y f "','/-
punto del rettangolo

vede che

Q:

mentre diverge per x 2 |
In conclusione l'insieme
I'insieme

{o<"<1,0<"y<2"}
seyelo,r,zrl.
dei punti di convergenza della serie è

B =So U ^t' U S,n U Q ,

e la somma della serie è la funzione

f0 se te {0,r,2n}
f (x, v):l

ì

t--Ili altrimenti

Per quanto riguarda la convergenza uniforme si constata facilmen-
te che essa ha luogo su ogni insieme A tale che per qualche 6 €
el0, lIrisulti

(l)

dove

,4C,SoU^tf UsrnUQu,



'i

l
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Qu=10, I-6l X[0,2z]

Infatti per un tale insieme ,4 si ha

sup lx'sentl<(l -6)"
@'Y)eA

e quindi si ha convergenza totale in A.
D'altro canto, la serie non converge uniformemente sull'intero

insieme ^8, perché in tal caso essa convergerebbe anche tuB\8, 
"h.non è vuoto.

Non è facile individuare tutti gli A CB sui quali la serie converge
uniformemente. In ogni caso ve ne sono altri, oltre a quelli che ve-
rificano (l): ad esempio la serie converge uniformemente sull'insie-
me

C= {(x, y):0 (x 
=< I 0(y(arcsen(l --n)')

.:

Infatti se (x, y) e C si ha (con qualche calcolo)

xn seny ( xn ( 1 - x)'= 1t - -+)' l-=) '
' \- n+2) \n+21

dunque la serie converge totalmente sull'insieme C,

in figura:

4( ---------- 
^(n * 2)"

rappresentato
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26. (a) Dire che f (t, x) è separatamente continua su [0, l] X [0, ll
significa dire che le funzioni

(l)

(2)

x > fr(x)

t r-+f &l

per / € [0, 1] fissato

per xe [0, l] fissato

sono entrambe continue su [0, 1]. Ora, la continuità della funzione
(l) non è altro che la continuità di fr, mentre la continuità della
(2) in / = /o si esprime dicendo che

Dunque l'equivalenza proposta nel punto (a) è owia.
(b) Se / è continua su [0, 1] X [0, 1] essa è anche uniformemente
continua,cioè Ve )0 f 6)0percui

(3) lf(t",x")-f(t', x')l <€ per lt" - t' | * lx"-x'l<6

Sia ora (tr) I [0, l] tale che t, --] fo per n --> @; per ogni 6 > 0
esisterà allora n per cui

fr,(x) t fro(x)

l/n -/ol<6

Viceversa, supponiamo che valga (4)
zionif, siano tutte continue.
Per ogni successione (tn,xn) g [0, l]

Dalla (3), con t" = tn, t'= fo € x" : x'=x, si ricava allora

lfr,(x) - fr"(x)l= lf(tn, x) - f(to, x)l ( e

per ogni n 2 n ed ogni x e [0, I ]. Cio mostra che

(4) f ,, - f ,o uniformemente su [0, I ] .

se t +t"
nv,

Vn2n .

per ogni tn - to e che le fun-

X [0, l] tale che

PQÍ ft-->a,(tr,xn)-(/o,xo)
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si ha

| Í (t,, x,) - f (t o,xo )l ( | f (t,, x,) - f (t o, x,)l + lf (t s, x,) -

- f (to, xe) | (,r=,ìB,, 
rl 

f,,(x) - f,,(x)l + lft,(x ) - f,o(xo ) | .

ora, entrambi gli addendi di quest'ultimo termine sono infinitesi-
mi per n'-> @, dunque/risulta globalmente continua su [0, l]Xx [0, l].

27. Indichiamo con zr il piano dato e con r(x, y, z) la funzione x2 *
* y' + z2 . Se (x, y, z)€ n si ha

2f (x, y, z) * r(x, y, z) =(x * y * z)2 :9 
,

9l
cioè/(x, y, z)= 2 - 2 

r(x, y, z), e quindi

91
sup.f= ^--;infr ,

T/,/t

e analogamente

9l
inff=---qunr2 2 ";''

Osserviamo che sup r : * oo , perché (n, - n,3) e zr per ogni n,
T

quindi I'estremo inferiore di / (che naturalmente non è un mini-
mo)è-"".
Per calcolare inf r, osserviamo che per la clisuguaglianza

T

I
'i

I

(1)

sihasun

n

(n \--- x31r
(>"
rj=l

\2,,)
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9 =(x * y -lz)2 < 316, y, z),

quindi

inf rà3.

La disuguaglianza ( 1) diviene un'uguaglianza solo se Í,
essendo (1, 1, l) e n', si ha allora

minr=r(1 ,1, 1)=3,
f

dunque

m;x f:3

e il punto ( I , I , I ) è I'unico in cui tale estremo viene raggiunto.

28. Perogni(x,y) €Dsihay22x2 ex2
è contenuto nel quadrante aperto Q =
struttura di D, eseguiamo il cambiamento

u"n'

I

- , quindi il dominio D
v

{x ) 0, / > 0 }. vista ta
di coordinate

(l) x2

-_ 

?

v
xy:n

Detta Q : (x, y) r'(€, q) la trasformazione definita da (l), sivede
subito che

e(D) : {{f , r) € R2 : * * t * + , } = n = t }

Inoltre é è invertibile su Qe

r: 
""1

^aJX'=-
v

l"rA(x,y)l=det



da cui

l-lé-r (f , 4) | =
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1I

=-

In conclusione

L+ exv dx or: 
ll,,orr,' 

t-/e-r(É, n)t dEctn=

dE:=f

29. Possiamo.supporre l/zl < l/2, di modo che i punti (2h, e-tln"1,
(h,e-tln"lappartengonoalquadrato Q=[- l, l]X [-- l,l].
SiapoiM>0taleche

lar I lar I

| * t"'Ytl<M ' | ,, tx'r'tf <na v(x'Yte Q

Applicando il teorema di Lagrange siha

ff rtr, t,tl <u s '\t'|'l2 ,

l"/O16-t (f . nr)i 3 É

(1) lf (2h, e-'tth" ) - f (2h,0)l= s- rth"

e analogamente

I f'(h, e- l tttz 1 -- f (h, o)l 4 M e- | th'

Ricordando che

: 
l: ,,'.]i,,+'4

(2)

da (l) e (2) si ricava
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tln') I lh' )

= lim
h- O

Applicando due volte

f (2h, 0) - 2f (h, 0) + /(0, 0)

il teorema dell'Hópitai si ha

f (2h, o) - 2lUt,0) +/(0, 0)
lim

h-O

òf2 ^ (2h,0)
ox

òf
- 2:- (h, o)

dx
= lim

h+o zn
=

Ò'r
= -;-; (0, 0)

f ò2f a2flim l2:-, (2h, O) ^ 
- 

(h,
n-o L Òx' dx'

.r]

30. (a) La funzione f (x, y) che compare al secondo membro dell'equa-
zione è definita ed è di classe Cr nell'insieme ,q = lG, y) : x2 *
+ y2 * 1), cioè nel piano privato della circonferdnza unitaria.
Ne segue che / è localmente lipschitziana rispetto ad y nelf in-
sieme,4, quindi per ogni (xo, l,o)eA la soluizone del problema
dato iesiste ed è unica in un intorno di xe .

(b) Siccome il punto (0, 0) sta all'interno del cerchio unitario,
cioè appartiene alf insieme

A-=l*, +yz 1ll
dove / è negativa, la soluzione del problema rimane tutta all'inter-
no di,4- ed è decrescente. Indicando con la, ó[ I'intervallo massi-
male di esistenza di questa soluzione y(x), cominciamo col dimo-
strare che a = - b, provando che l(x) è dispari.
Infatti la funzione z(x) = - y (- x) verifica la condizione iniziale
z (0) = 0, e inoltre

z' (x) : y' (- x) = f (- x, y (- x)) : f (x, - y (- x)) = f (x, z(x)) ;
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di conseguenza z(x) è un'altra soluzione del problema, e quindi
y (x) : z (x) per ll teorema di unicità, cioè y (x) è dispari.
Ci rimane solo da provare che b 1{T12.
Osserviamo cheî(x, y) < - I su,41{{0, O) }, p..tunto y'(x) < - |
in ]0, b[ , quindi, integrando tra 0 ex, si óttiene y(x) ( - x per
x e ]0 ,bLe anche

(1) tu y(x)<-b.

D'altra parte la soluzione non esce dal cerchio unitario, dunque

y (x)) -\/G Vx e [0, ó[ ,

da cui

ttry- t@)>- v/G .

Confrontando questa disuguaglianza con la (1) si ottiene subito
che b <r/712.
Un grafico approssimativo della soluzione è il seguente:
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(c) Quando "o ).1 e.!o 1_ l, il punto (xo, /o) si trova all,ester-no der cerchio unitario, cioè nelrinsieme,4"*':"(rî'i'rt ) 1 l. equindí la soluzione y(x) rimane sempre in A,. hlloru'y(rl it"n_scente, e in particolare sta sempre all'eìterno oell'insieÀe

Su R2 \B si ha poi

0 (.fl-v, .1,l= -; { -]-- <
Vx-+]I-l=

I+t-cost,

B= {(x, y):x (xo, />)ol

max(xo, - _t'o ) -- I

IY:t sen t

=M1*q,

cosicché la funzione y,1x; si mantiene limitata.
Ma allora, per il teorema cri esistenza grobare (v. Appendice) r,in-tervallo di definizione di _v (x) è tutto R.

3l ' La curva è simmetrica rispetto ar piano lr: o), al quare appartie-ne anche il punto (0, 1,0), dunqùe posdiamo iimitarci a conside_rare la parte 7 di curva in cui e z ) O.
La seconda equazione data è quella di un cilindro la cui sezione sul

piano{r=0} è la circonferenza di cenrro (*. o, o) . r^^-, 1

Postodunque 

vrrlsur* 
\2 / 

Iag9,o-'

I
Y=-

2

usando la prima equazione data si ricava

(l -- cos r)

La parte 7 della curva si parametrizza allora con
111*=T(l *cos t),,,:-sen/, z:-(l _cosl), 0(r=<22.

Per ogni punto di 7 si ha

dist [(x, y, z), (O, 1, 0)] =1/7T/-jz!r-r =

"l-2
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=.\/(x' * y" * z') - 2y + | =\/2 - 2y ,

dunque le minime e massime distanze cercate sono

minl/ffi = min t/ffiî= |
1 Ío,2îl

max.,ffi=,T,1), \mT=\fr

32. La funzione integranda

e- xy
g\x, y )=-:--:---;-r+y'

è continua, dunque per un noto teorema (vedi

f risulta continua su R.

(b) Osserviamo che I'integrando è positiivo,

esiste.
Per x ( 0, si ha lim p(x, y): * oo e quindi

!++*

esercizio 22) anche

quindi 
)r1t* 

f"{x)

anche lim f G\ =
na6'n' '

unifor-

{oo' 
r

Se invece èx2},sihag(x, /) < 
I +)"r, dunque

! dv Tr

,rr5 r"(x) (,111 
J , * t, 

:T t

cioè la successione (fr(x)) converge. La convergenza è poi
me su tutta la semiretta [0, + "" [, in quanto per x2 0 si ha

l= l- p(x, v) dv { ( - ,4!-., =n+6 " J, J, l rY"

î(
=î-aîctgn,

e quest'ultima quantità è infinitesima per n'+ @
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33. (a) Mediante la sostituzioîe z(x): y (x) - x, ci si riporta all'equa-
zrone

(l)

Questa ha owiamente le soluzioni costanti z = 0 quando ì. = 0 e
z = 2 quando ì. = 2. Inoltre, per il teorema di unicitò, se è ). * 0 e

^. 
+ 2 si ha z(x) * 0 e z(x) * 2 per ognix, dunque nella (l) si puo

dividere per z(z - 2) e separare le variabili:

z'
-lz(z-2)

lntegrandofra0exsi

z'1t1 dt
z (t) [z (t) - 2l

cioè, ricordando che z(0): ì. ,

Ritornando ay siha

(2)

z'(x1: z(x) lz(x) - 2l

z\x)=
e2*

I'espressione esplicita

-ln(x):x f

lCaVar1

r,

'z(x) 
d z

I 

-:-r
J^ z(z -2)

ovvero (con facili calcoli)

ì')
| __

l_?
ì

che per ì. = I diventa
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2
!r@)=x+-1 ,a, ,

e questa funzione è chiaramente definita su tutto R.

Per il teorema di unicità, la parte (a) è provata.

(b) Quando tr = 0 o ì. = 2 le soluzioni sono yo@) = x e y2(x) :
=)c * 2, che non sono limitate.
Se è 0 <l < 2, si ha da(2)chey, è definita su Re

,1!x@) 1x + 2 Vx,

per il teorema di unicità, dunque /r non è limitata.
Seì.)2sihache

).-2 I ).
1+-e2'>0 <+ x1, loe-

A 2 " ì.-2
1À

pertanto ln è definita sulla semiretta l- -, Zlog À _ 2 [e non

/t À \-
èlimirataperchétendea{oo per"*\tlog 

À ,/ .

Se X ) 0, si ha poi che l^ è definita per x ) -* tot + "2").
non è lirnitata.
In conclusione, il problema non ha mai soluzioni limitate.
Un grafico approssimativo delle soluzioni è il seguente:
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34. Fissiamo (xo, yo)

za su tutto R della

€ R2. La condizion" ,r.p ci assicura l,esrsten-
oy

soluzione y (x) del problema di Cauchy

3

o

Per ipotesi y(x) è /periodica. quindi anche ra sua derivata 1,'(x)
lo è. In particolare si ha

f (xo, yo) =.),'1xo)= y'(xo I T)=f (xs * T, y(xo + f;; =
: f(xo * T, y(xo)) ="f(xo * T, yù,

il che, al variare di (xo,lo), mostra che/(x, y) è Z-periodica inx.
per ogni 1,.

Il viceversa non è vero: ad esempio se /(x, y) = | le soluzioni di(x) sono le funzioni y(x) = ax * b.

5' Per il teorema di clerivazione sotto segno cli integrare siha

òf v

*(x,ù= [ e*tdt)o vy)t Vx€R.
)r

Pet il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha poi

òf e'!
ay @'t)= , 'o

Vy)0 Vx€R

Ne segue che / è crescente in ambedue le variabili, per cui

\u*f =f (2,rr: l.' ?0,, \nf =f (1. r;=s.

36. Poniamo



px+qy
f (x, v)=

Affinché la forma <'s = f dx
che sia chiusa, cioè che
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rxtsY
clx, y ): --;-:--; 'x'+y'

* Sdy sia esatta accorre anzitutto

(l)

Dato che

af:
òy

per il principio di
vale a

(2)

af òs
* tx, "] ) = -:-- (x. .t,)òy ox

V (x, y) + (0, 0).

- rxz - 2sx)' * ry2

@2 + v2)2

. P-q;;!i'" t'li\
''l .î :' I

:- -1.*!'-:l1r'?qxz -t 2pxy - qyz òc
. a.a62 + yz )t 0-v

identità dei polinomi la condizione (1) equi-

4:-r , p:s'

(3) 
l,

D'altra parte, c,-l è esatta su un aperto O C R2 se e solo se

r,l=0 Vf curvachiusa, f CO

Questa condizione è certamente verificata se (, è chiusa e f = òD

con D C Sl.
In conclusione, se vale (2), la forma c^.r è esatta se e solo se (3)
è verificata per qualche curva f : òD con D dominio contenen-
te I'origine. ad esempio per la circonferenza

f = {(cos /, sen /) : 0 ( / < 2"}

Con tale scelta di f si ha

aaI r'"
I -= | tW cosf-rsenf)(-senf)*
lt' I o

* (r cos t * P sen/) cos tf dt:2nrz ,
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owero la (3) diventa

[n conclusione, c,r è

/=0.

esatta se e solo se

Q:f=0, P=s'

funzione ry' è una primitiva di c,.r se

(4)

Una

(s)
òl)-;_=I
dx

òlr

-:P
òy

in R2 \ {(0, 0) }

Dalla prima delle (5) segue (usando ( ))

rlt (x, y):
T"

,* Dt
f (t, v) dt + eQ) = 

I , t, +F dt + e11t1=

n
--log(x'*y")+90):

z

dalla seconda delle (5) segue allora

-JY - | -rz''t-, l-î + 9\Y)=x- ty-
pv

cioè p'91= g .

In conclusione le primitive di

,! (x. .v) =

x2 +y2

sono le funzioni

log(x2 +yz)+C.

0)

p

2

37. Posto z(x) = y (x) - x, il dato si traduce in

I

problema

-t--3

z(0)=0
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Per tale problema esiste certamente una ed una sola soluzione
z(x), definita su un intervallo 1: infatti la funzione z -+ z3 - |
è di classe Ct (e quindi localmente lipschitziana).
Supponiamo che 1 sia f intervallo massimale di esistenza di tale
soluzione, e poniamo

l:inf I;

proveremoche{=-o".
A questo proposito osserviamo che la
dell'equazione z' = z3 - I, e che z(0)
di unicità locale dovrà essere

costante I è una soluzione
( l, dunque per il teorema

z(x) { | VxeI,

e quindi

z'(xI=231x1-_110 vxeI.

Dunque z(x) è decrescente su 1ed è minore di I, quindi esiste
finito il numero

).-

Se per assurdo { fosse un
problema di Cauchy

lim. z(x).

numero reale, risolvendo localmente il

z (x) in un intorno
1. Dunque neces-

[z'=23 * |
I

I

l'{f) = n

si potrebbe prolungare in modo Cr la soluzione
sinistro di f, contro l'ipotesi di massimalità di
sariamente

Essendoz3 -l*

inf 1= - oo

(1) si ha

dz

z3 -l

0, da

r""'
= 

1" 
0,,
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da cui, con qualche calcolo, si ricava

38. (a) Fissato arbitrariamente un punto (x, y) € EB si ha, per ogni
(x,y)€B ed ogni f e l,

lf (x, y)l= l/1x, y) - f (x, y-)l<Z l(x, y) - (1, y)t<zt

e quindi, essendo mis (.8) = z ,

La soluzione in forma implicita si ottiene sostituendo y (x) - x al
posto di z. Da (l) si ricava pure che I'intervallo di <lefinizione 1
À

I l-z \/T 2z*l rrE
- 

l^aTtoeffi- 3 arcts 
V3- 

*-È-:".

a - /11=l--, #t
9

ll" 
ro,n dxdy 42nL.

(b) Data la simmetria del dominio B, è naturale cercare la funzione
/ tra quelle radiali, cioè del tipo

(l) f(x, v): f(p) , 0(p(1,

dove come di consueto si è posto

p =t/W= l(x,y)l .

Usando la disu guagl ianz a triangolar e

| (xr, yt) - @2, !z)12 ll (xr, y r)l- I (xr, yz)ll,

si vede subito che una funzione/del tipo (1) appartiene alla classe

"C se e solo se
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17@r)-î@r)l<l, lp, - prl v pt, pz € [0, 1]

Àt)=0.

Fra tutte le funzioni / che verificano tali condizioni, la più grande. È,,
e /o (p) = L (l - p), alla quale corrisponde la funzione

fo(x, y)= L (r -JW) .

Passando a coordinate polari si ottiene

rlrt-îr
fl f.r", y)dxdt'=r" I /ìtplp dp:L; .lJa lo

dunque fo verifica la proprietà richiesta.
(c) Usando le stesse notazioni del punto (b), si vede che per ogni
f €{,ed ogni(x, y)e B\{(0,0)i

Per la continuità di f, tale disuguaglianza vale anche in (0, 0). In
altri termini, ogni funzione della classe J è maggiorata dalla fun-
zione fo. Di conseguenza

;
g

I
T
I

il
.l

tf(x, y)t: l/(x, y) - f(at, a)l<r ( | - p) .\p pl

I rr I rr
lll tdxdtl* I fortxdy=!r
I JIB ' lln

Notiamo che le funzioni lipschitziane sono in particolare continue.
e per ogni/continua si ha che

/</o + ff roror. fodxd1,,lls B

a meno che f coincida con fs su B. Allora possiamo dire che /e
è I'unica funzione della classe f che verifica la proprietà richiesta
nel punto (b).
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Per 4 = 0 l'insieme D(a) si riduce al solo punto {{0, O)}, ed ha
quindi area nulla.
Per a) 0 è conveniente eseguire il cambiamento di variabili

JT=ot , \D=an.

Infatti ó y)> G,4) è un diffeomorfismo fra D(a) e I'insieme

{tf, nl € R2 : t + ri ( 4, En73,E>0, 4 ) o },

l,/O-t(É, n)l=4ao trt,

cosicché si ha

area ID (a)] =

.:
L lnsleme u puo essere

4oo EndEdn

Usando il teorema di Fubini - Tonelli si ottiene allora

: (x,

D=

ll,r,t o* o' = 
llu

rappresentato cosi:

t"t,t(1, 
,' nan)aE:+oo

/)') a

\;-;

3

arealD(a)):4aa t
Ir
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In particolare,

88
max area lD(a)l: area t, ( 1) = --:- - 18 log 3 .

o<d<1 J

40. Per x = 0 tutti i termini della serie sono nulli.
Se è x ) 0 la serie si può scrivere x ) n-x, ed è ben noto che la

serie armonica Z * converge per x ) l, diverge per x ( 1.
n'

In conclusione, la serie data converge in {O } U ll, + "" [ . Se,4 è

un insieme di convergenza uniforme, la serie converge puntualmen-
te nell'insieme .4 dei punti di adercnza di A, pertanto x = I non
può essere di aderenza per A : ciò implica che

(1) /q {0}rtt+6,*-[ perqualche6>0.

Viceversa, se ,4 soddisfa questa condizione, la serie converge uni-
formemente su .4. Infatti la funzione f ,(x) = x n-' ha come

derivata

f'-(x)=
| -- x Iogn

che è negativa su ] 1, + o" I non appena log n] e, cioè per n2 3.
Dunque, per n 2 3, se A verifica ( 1) si ha

sup lfnl <,1 (l + 6) ,

e quindi dalla convergenza puntuale della serie in .x = I * 6 segue
la cenvergenza totale su A.

4l. La funzione f (x, y) = ly I x2 è lipschitziana rispetto ad y con
costante di Lipschitz l, dunque ìl problema ammette una ed una
sola soluzione y(x), che è definita su tutto R.
Osserviamo che la funzione i@)= - y(- x) è pure soluzione del
problema, e che /(0) ="y(0). Allora, grazie al teorema di unicità,
si ha /(x) : y(x), cioè la soluzione y(x) è una funzione dispari,
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e quindi è sufficiente determinarla su [0, + "" [ . Notiamo ora che

.v'(x) < lv(x)l ,

mentre la costante z(x):0 risolve I'equazione

z'7x1: lz (x)1.

Inoltre z (0) - y (0). Appiicando il teorema: di
dice) si ha allora y (x) ( z (x) per x ) 0, cioè

confronto (v. Appen-

0.y(x)(0 Vx)

Da cio segue che y (x) è la soluzione di

)"(x)= - y(x) - x2

v(o):o

per x20

da cui, con facili calcoli, si trova I'espressione esplicita

y(x)=2e-'-x2 +2x--2 per x)0

mentre (ricordando che y (t) è dispari) si ha

y(x):-2e'lxz +2x*2 per x=í0

42. Fra i due fatti non intercorre, in generale, alcuna relazione: si
possono infatti trovare delle funzioni che verificano (a) ma non
(b), e delle funzioni che verificano (b) ma non (a).
Ad esempio la funzione

g(x) =
I

-l

>0

<0

sex

sex

non è hólderiana, in quanto non è neppure continua, mentre la
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funzione C2 @) è owiamente lipschitziana.
Invece, la funzione

h(x)= 1 +/J;l-

I
è hólderiana di esponente;, in quanto 1o è la funzione JTrT,
mentre la funzione h'(x) = 1 + x l- 2/|}Tnon è lipschitziana.
perché in tal caso lo sarebbe anche la funzione 2 r/1, | (diffe-
renza delle due funzioni lipschitziane h2 (x) e I * x).

43. Per (x, y) = (0, 0) si ha f,(x, l) = 0 per ogni n; d'altra parte, es-

sendo

x+-v
f,(x, !) =

si vede facilmente che fn6, y)
In conclusione si ha

2-" + n (x2 + y21

-+ 0 anche per (x,

)

y) ;a (0, 0).

)Y* r"G' Y) = o v (x' Y)

Per quanto riguarda la convergenza uniforme, possiamo intanto
escludere che essa abbia luogo su tutto R2. Infatti scegliendo
(ad esempio)

x =y :lln
n -n

si ottiene

f (x . r' )="n ,t - il' 2(n2 " + 2)

e quindi

lim sup 14,l) lim f,(xn,l,): l14
n+@ n-ú

*$;k:.-r'';-;;s..

Non é facile dire esattamente per quali insiemi A CRz la conver-
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genza è uniforme. una famiglia di insiemi per cui ciò si verifica è
quella degli A tali che

(l)

dove,Bu è

(2)

1CR2\'"
o

ta palla Ir' + y'

lx*.yl

perqualche 6>0,

< 6' l. Infatti, si ha

tTtffi\vlvx- +/-

equindi,postop:ffi,se,4ède1tipo(l)siottieneper
ogni (x, )') e A

lf (x, Y)1 q
R

P\/ z

2-" * npz

F
-r6

cosicché si ha

,,:: Yo I f,t:0 .

Naturalmente gli insiemi A del tipo (1) non sono i soli su cui la
convergenza è uniforme: basta osservare che abbiamo in realtà
usato solo (2), quindi un'altra condizione sufficiente è che per
qualche C > 0

(3) ix * yl<c\/T+j v @, ùe A .

Un insieme del tipo (3), con C =tD, è rappresentato in figura.

*'f 
=np-



44. Passando in coordinate polari si ha
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area (D) : pdpd0 ,

pà0 , p6<4pacos2 0sen2o)=

(sen29|.o(p

II,

dove

5= {o<6

: {o<o

Allora

(-;,
z

î(;,
z

area (D)= 
I"''

["lz senz 20| 

- 

d0I1
U

45. Indichiamo con /(x, y) il secondo membro dell'equazionc, e po-

niamo p(x) = l/(l + x2). Osserviamo che / si annulla per / =
t g(x), è positiva per lyl < p(x) e negativa altrove. Osserviamo

ooi che la funzione z(x)= 0 verifica

z(o)= 0 (a , z'1x7 <f1x, z(x)) ,

pertanto se yo(x) : [0, ].[ - R risolve il problema di Cauchy con

a)0siha

z(x){yoQ) Vx € [0, À[ ,

cioè yo(x) è non negativa. Inoltre si ha

(1,*"" oa)ao =

| [" I
--j- I sen'tdt=-4t-4

0

=-a

cos f!
2

sen
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/,(x) : f (x, t 
"(x)) 

< [p(x)]t < I Vx€ ).I

quindi, integrando su [0, x] ,

0(Yo(x)(a*x Vx€[0'I['

Allora per ll teorema di esistenza globale tutte le soluzioni possono

essere estese alla semiretta [0, + "" 1.

Cominciamo a supporre 0 ( a 1 l. La funzione 9(x) è decre-

scente, mentre l,@) è crescente finché l"@) 19(x); inoltre

lim g@) = 0 ( -v. (0), dunque necessariamente esiste un punto
x++-
x6)0percui

!o(xo)=p(xo).

Allora per 1l teorema di monotonin (v. Appendice)

y'o(x)> 0 per 0 (x (xo , y'o(x) < 0 per x) xo '

In particolare esiste finito il limite

lim ! o(x)= P2 o -

xj+ó

Poiché lim y'(x): - p2, si ha necessariamente p = 0.
x++6

Un grafico approssimativo della soluzione per a = 0 (e per a = 2)

è indicato nella figura:

y-- 1l(+
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Possianro ora al cESo a ) i ; sernpre per 1l teorenta di monotonia,
deve essere l"@) ) p(x) per ogni x ) 0. La soluzione è allora de-
crescente e, come printa, tende a zero per:r -+ + oo.

46. La funzione h:f " g soddisfa l'uguaglianza

(l) h" (r) = f " @ (x)) [s' G)], + f ' (g(x)) g" (x 1

Una funzione di classe C2 è convessa -se I solo se la sua derivata
seconda è non negativa, quindi se / e convessa e crescente e g è

convessa si ha subito dalla ( I ) che anche /z è convessa.
Se / non è crescente, non è detto che il termine destro di (l) sia
non negativo: ad esempio le due funzioni

f(x)=-x g(x) = xz

sono entrambe convesse, mentre la loro composizione h(x)= - x2
è strettamente concava.
Ancora. le funzioni

f(x)=e-' , g(x)=xz

forniscono un esempio di due funzioni strettamente convesse la
cui composizione h(x)= e ''' non è convessa su R.
Osserviamo che se / e convessa e crescente e g è convessa allora
,f o g e convessa, anche se/e g non sono c2. si ha infatti, per ogni
x, y ER e ).. p € [0, l] con À *,r.r- 1 .

g().x + rrl,) < \g(x) * psj') ,

da cui

,f(g(Àx + pt)) </(Àg(x) + pcj,)) < À,fG(x)) + pf @0))

47" Indichiamo con J'_(x) il termine n-esimo della serie.
Per x2 1 si ha x * lln) I e quindi

f,(x)2 1 ,
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dunque non può aversi la convergenza della serie.
Se 0 (x ( I -- 6 perqualche 6 ) 0, si ha invece

162
x*-(1-= Vn)--7,nlÒ

pertanto

(1)

Di conseguenzala serie converge se e solo se 0 (x ( 1.
La disuguaglianza (l) mostra inoltre che la convergenza è uniforme
(anzi totale) su tutti gli insiemi ,4 per cui

A _C 10, l - 61 per qualche ò € 10, 1 [

D'altra parte non può aversi convergenza uniforme su alcun altro
insieme A C )0, 1], perché cio comporterebbe la convergenza
puntuale anche in x = 1.

)), z) = 0 nel punto P :

('-i)n+x 
n 

= ('-+)'

48. Il piano tangente alla superficie f (x,

= 1i .v-, 7; ha equazione

f ,tPt tx *'t + f ,,(P) tv Il

dunque nel nostro caso I'equazione del

3x*7y-212*l

Si noti ora che nel cilindro e x 2 0. y
sezione di I col cilindro verificano

2lz=3x I7y * |

+f,(F)e-î):0,

piano Z sarà

1:0.

) 0, dunque i punti di inter-

1>11>0.

Il solido di cui cerchiamo il volume è allora

3x*7y-tll
o= 16- l)2 + 0, - l)' ( l, o(z

2l l,
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e si ha subito

vol(D): I 
t.

.C

dove C è il cerchio {(x, l) : (x
cendo le coordinate polari

x:l*pcos9,

si trova, con facili calcoli, che

{' /[2" 3(l*pcosg)D)= I pll
Jo \/o

+ 1l

-dxdy,
+Lv--1)2<

*psen0

*psenO)+ll

I

*7v
2l

- t)'

y=

+ 1(1

2l

I |. Introdu-

ao)a o =

' o(1,'" tr

vol (

=[
'o

o
+-rl

2l

\ rl
cos 0 * 7 sen 6.11 dllap =2n I/ lo

pd p:11

Osserviamo che allo stesso risultato si poteva giungere notando
che, per evidenti ragioni di simmetria, il dominio D ha lo stesso
volume del cilindro

D= {{x - l)' +Ly - l)2 < 1,0(z<t} ,

dove 7 è l'altezza del punto di intersezione di T con I'asse del
cilindro, cioè con la retta lx : 1, y = | f. Si ha dunque 7: I e,
dato che la base di D ha area r, il volume di,D è uguale a zr.

49. L'ellisse | è centrata nell'origine ed ha semiassi/X-e1fr
è allora ovvio che affinché C stia entro I occorre che

(l) p>7,)\>4.

Per la simmetria del problema, detta f* la parte di f che sta nel
primo quadrante, occome trovare per quali valori di ()., p) la di-
stanza di (1, 0) da f* è maggiore o uguale ad 1. Se (x, y')e f+, il
quadrato della sua distanza (1, 0) è dato da
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(x * l), +y, =(x- l)z *tt

dove si è posto

s(x):

(,
,2\

- 
^ )=l+P(x)'

('-*)" -- 2x 'f 1t

v

/t,
4
I Z\,\ VT\D X

Ii;:,.. 
su l* è 0 (x <.rA- Bisogna allora trovare per quali ()., pr)

min{,r(x):0(x<\^l >0.

Intanto, occorre che sia p(O) > 0, 96u/î) ) 0, ma queste condi_zioni sono sempre verificate se valgono re (r), cosa'che suppor-
remo d'ora in poi.

u
Se e;2 l, la funzione p è concava, pertanto il mininro su

^
10, /Tl è raggiunto agli estremi, ed è dunque non negativo. Una
prima condizione sufficiente è dunoue

(2)

Passiamo al caso p ( À. Il grafico di p è
cavità rivolta verso I'alto.
Il vertice della parabola ha ascissa ì./(ì.

p21.2 4 .

una parabola con la con-

- trr), che e positiva. Se
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À_
> \/T, Ia funzione g è decrescente su [0, \À'], dunque leÀ ,,

(1) assicurano che il minimo g(^) e non negativo. Si ottiene
allora un'altra condizione sufficiente:

À\ - >\/)\
/\-J/

owero (ricordando che è p ( ì.)

(3) À)p)À-/I" )\>4.

Infine, nel caso pr < À -.r/L it vertice della parabola cade nell'in-
tervallo ]0, /).t, e occoire che I'ordinata del vertice sia non ne-
gativa: imponendo

p2-Àp*)./ì. \

'(n -u/= )_,, >0

si ottiene

p2 -Àp+).<0,
da cui si ricava

À -V)\-4-\' À+/Àm(p=<
)

Ricordando che deve essere p ( ì. - /I-si ottiene I'ultima condi-
zione sufficiente:

)

t4)
1-_.fiffi

2
p(ì.- Vì.

Riassumendo (2), (3), (4) si ottiene la condizione

^>4, 
p>

t ffi,\ -v r\ - ar\
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che è chiaramente la condizione necessaria e

L'insieme dei (1, pr) accettabili puo essere
mente come segue:

sufficiente cercata.
rappresentato grafica-

Per quanto riguarda 1'area minima, basta chiaramente cercare
minimo per ì. ) 4 della funzione

.f (À) = À(À -

Con facili calcoli si ha

cloe

2
J)\' - 4tr): , [area (f t]2 .

7r-

2). 9

?ì
.f '(À) = v/ffi

7î-aIT I _:

II
g

punto di minimo cercato è À =; , da cui si ricava
-
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50. La funzione che compare al secondo membro dell'equazione è

definita sui semipiani {(x, y) : x > 0} . lfx, ù: x ( 0}, ed è
lineare in "l'. Dalla teoria delle equazioni lineari possiamo allora
concludere che il corrispondente problema di Cauchy ha una e una
sola soluzione y(x), definita su 10, + o" I se xo ) 0 oppure su
]--,0[ sexe(0.
Eseguendo la trasformazione z (x) = y (x) e', oppure applicando di-
rettamente le tecniche standard di risoluzione delle equazioni
lineari, si trova poi la formula risolutiva cercata:

y (x): e Ios I tl dt

Questa è valida perx ) 0 sexo ) 0, perx ( 0 sexo ( 0.
Osserviamo che la funzione l)Q): et log l/l è integrabile in ogni
intorno del punto t = 0, in quanto, per le note proprietà del loga-
ritmo, si ha

ll)@l v/€[-1,1], t+0

per un'opportuna costante M ) 0, e quindi

-' (1." r(t)

M
- /i-ti'

*ro"',)

| 
', 

t l) (t)l dt +I ('/(/)l dt<4M ve€10, 1[

Di conseguenza per ogni soluzione della forma
lim. y(x) oppure lim y(x), a seconda del segno

x- o' x- 0-
concludere che le soluzioni dell'equazione sono
tipo

(l) esiste finito
di xo. Possiamo

le funzioni del

(2) ylx)= e

dove c è un'arbitraria costante reale. Come al solito, si intende che
sono definite solo per x ) 0 o per x ( 0, in quanto si vede subito
che per ogni funzione del tipo (2) si ha

lim, .1''(x) = lim y'(x)=-* ,
x*0- x*O-

-" ([' ettosltlú+c),
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cioè queste funzioni non sono
Da (2) si dedr'^e ),(0) : c,

derivabiliinx=0.
pertanto, scelta c : 1, la funzione

f(x)=e

gode di tutte le proprietà richieste.
Inoltre / è chiaramente unica, in quanto se g(x) fosse un'altra fun-
zione con le stesse proprietà, peî x ) 0 essa dovrebbe avere la
forma (2), con c: g(0), pertanto c: I e g = f .

Un grafico della funzione f (x) è il seguente:

-.(r
\Jo

et togt rldr + t 
)

51. (a) Anzitutto f
golare, perché la

è data da

* Q perché (0, 0, 0) € f . Inoltre f è una curva re-
matrice jacobiana dell'applicazione

Q(x,y,z)=(x2 *y2 -2, x*y+z)

lr"
(DO) (x, y, z) =

1tt
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ed ha rango massimo (cioè 2) in ogni punto di f : infatti essa ha
I

rango I solo per x=y=-7, ma suf nonesiste alcunpuntocon

tali coordinate perche si dovrebbe avere contemporaneamente

z=x2 *y2 Z:-X-Y=l
I

=- g
2

Per calcolare la retta tangente a f, si noti che eisa è data dall'in-
tersezione tra il piano tangente alla superficie lz:.y2 + f2 | e il
piano {x * y * z = 0}. Analiticamente, se 1,ùe, !o, zo) €'f. la
retta tangente a f in (xo, !o, zo) ha equazioni

2xo(x xo) +2to(y ^yo)-Q -zo):0
x+y*z=0.

Se la si vuole esprimere nella forma parametrica

(xo, yo, zo) * t (a, b, c\ ,

si noti che (a, b, c) deve appaltenere a entrambi i piani citati,
quindi deve essere ortogonale sia a (2x0,2!o, -- 1) sia a (1, 1, l).
Prendiamo dunque come (a, b, c) il prodotto vettoriale
(2xo,2ys, - l)A(t,1, l), cioè

a=2yo * 7 , b - -- 2xo -- l, c:2xo -- 2).,o

(b) Cominciamo ad osservare che f è un sottoinsieme compatto
di R3. Infatti f è chiuso perché l: (D-1({0, O; }), .A O anche limi-
tato: infatti, su f si ha

(-- z)z = (x *./)2 < 2@2 + y2)=22,

da cui z2 -,22 (0, cioè 0(z (2. Alloraèanche xz +1,2 4t,
owero f è limitato.
Per trovare i punti di massima e minima quota in l, che esistono
certamente perché f è compatto, applichiamo il metodo dei mol-
tiplicatori di Lagrange alla funzione f (x, y, z) = z.Bisogna risol-
vere il sistema
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0:2ì.x*P

0:2XY*Pt

I - -À*P

z = x2 +yz

x +Y*z=0.

Dalle prime tre equazioni si deduce tr * 0, quindi dalle prime due
si ricava x = y. usando le ultime due equazioni si ottiene alloraz:2x2 e z: - 2x, da cuix = 0oppurex=- l.Concludendo,i
punti stazionari sono (0, 0, 0) e (-1, -1 , Z), e naturalmente il
primo è quello di minima quota, il secondo quello di massima.

52. Ponendo x = e' si ottiene

area(D) = et dtdy ,

dove

ò= l{t, y) : ltl< t, I y - tetl< I }.

Allora

II,

,k-+)I' ,r(l).-,' 
dùarea(D):

53. ogni termine della serie è non negativo, dunque dobbiamo stabilire
per quali x si ha

\-rrxl(*"".
/_"n'n= |

Per x =í 0 si ha e-'v' 2 l, e quindi

Ildr=l 2etdt=
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fn(x)=+* Vn.

Perx)0sihainvece

e-xy'4e-nxy Vyln,

e quindi, integrando su [n, + oo I rispetto ad y ,

l- t -ìy=-- e-r'* -l

f (.x)(l-' e-nxYl =
L nx Jr=, ttx x

1I( 
- 

(e-')n ,

perché e-' 11 per x ) 0. La serie ) (e-')n è finita per x ) 0,
quindi per il teorema del confronto

r, fn(x)(+"' V'x)0'
n-= t

Sia ora,4 C R un insieme sul quale la serie data converge unifor-
memente: poiché ciò comporta la convergenza anche su .4, dovrà
essereîC)0,+oo[,cioè

(1) Aa16,*-[ perqualche 6>0.

Viceversa, se,4 soddisfa la condizione (1) si ha

e-*v" (e-6v' VxeA

e quindi, per quanto provato in (a), si ha

frupn<ft(6)(*@,t-

cioè la ,..," .on*lr. ar"r-"*;r",
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54.
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Poiché l'equazione è

problema di CauchY
definita su tutto R.
Ponendo

si trova che

D'altra parte, eseguendo successivamente
ti, si ha

lineare ed ha coefficienti continui su R, il
proposto ha una ed una sola soluzione /(x),

l,(rú) = e' z(x)

z'(x)= €t sen x.

due integrazioni per par-

fx
zlxl z(O): I t'

I'0

pertanto I'espressione

sentdt=
I_-x
2

1

(sen.r -cosx)* ^ ,
L

Iy(x):; (senx - cosx)

Da questa si deduce facilmente che y(x) è

non ha limite per x -+ + € , quale che sia il

55. Osserviamo che si ha

esplicita della soluzione y(x) è la seguente:

[0, * o'[ e

lim f 0)=0,
Y- + *

*a)e-'

limitata su

valore di a.

ll*\t

(l)

pertanto

,1T- f(nx):o vx)0,

cioè la successione (f )
semiretta {">O}.
Per quanto riguarda la
( l) segue

converge puntualmente a zero su tutta la

convergenza uniforme, osserviamo che da
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lim ( sup l/(-l') I) = 0 ,
/++@ )'2r

r25

e di conseguenza

lim ( sup lf_(x)l): lim.y (sup l"fCr,)l)=0
n-6 xèb " n-6 tàn6

per ogni 6 > 0. Dunque si ha convergenza uniforme su ogni insie-
me,4 tale che

(.2) AC[6,*-[ perqualche 6>0.

D'altra parte si può provare che non vi sono altri sottoinsiemi di
]0, + oo [, oltre a quelli del tipo (2), sui quali si ha convergenza
uniforme. Infatti, se ,4 C 10, + co I non verifica (2), esiste una
successione (xr) C A che converge a zero: si ha allora, per ogni
fissato n € N, che lim (nx,) = 0, e quindi

h- @

lim tf ..(x,. )l: lim lf (nx,,)l= lim lf A.)l: * co.
lr-- 'n h' n-6 y.-o

da cui in particolare

\Plf,l:f"o Vn.

Cio esclude owiamente che
su ,4.
Studiamo ora la conver5enza

vl sra conveÍgenza uniforme a zeîo

della successione di inteerali

rl
I - I rstctx.nJ

Osserviamo preliminarmente che tali integrali sono finiti: a questo
proposito notiamo che

e quindi

lf Lv)l ( | log1,l= - logy V),e10, 1[,
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Í|ln I(3) / if-@)tdx-'Jo'n

quindi

(4) 
lr', ,, 

,,(x)r dx

I
I f 0,)l dy 4- [y - y loey]ò

n

I

n

IT

I'o

cosicchè

[,t']
ricordando che fn

, si ottiene

è continua (e quindi integrabile) su

lf,(x)ldxll* VneN

Pertanto ciascuno degli I, esiste finito. Per calcolarne il limite
per n -+- notiamo che per y 2 | siha

0</(/)<(Y-t)e-t,

I

I f (y)l dy

facilmente

lim / :0
n+6 n

0, -- l)e YdY:"+l=+ l,'

1:-
n

l-ve-'l? < I

ne

Da (3) e (4) segue

56. Posto ,4 (x, y): j+T , B(x, y):
òA òB

che ;- = :-, cosicché la forma a = Adx -l Bdy è chiusa in0y óx

R2\{(0, 0) }. Osserviamo che la curva 7 è tutta contenuta nell'in-
siemè St ='R2\{" = 0, y ( 0i, che è semplicemente connesso
(O è il piano privato di una seníiretta chiusa), dunque c,: è esatta

-x

- 

, si verifica subito
v' + 1)-
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in S}. Di conseguenza I'integrale di c,.r su T e uguale all'integrale di
ú) su un qualunque altro cammino ! contenuto in Q e congiungen-
te il punto (- r, - l) col punto (4, - 1).
Scegliamo come I l'arco di cerchio centrato in (0,0) e di raggio

-
\/ 1 + 12 , che ha equazioni parametriche

x =-Jffi cost , y:\/ffi sen r,

ll
-arctg-</{zrfatctg-Tr 7l

Otteniamo allora

r * arcte 1

[-*: I- ^,",";"
I,

(sen2 / -F cos2 t) dt:tr + 2 arctgLù

57 . Se / è differenziabile, in particolare esiste per ogni x € R
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i
I

I
I

I

!- o,o) = rim
ÒX h=o

f ,(x * h,0) -"fr (x, 0) e@ + h)-p(x): lim
h-o

cioè ,p è derivabile, e analogamente si ragiona per ú.
Viceversa, dato che per funzioni reali di una variabile reale la deri-
vabilità è equivalente alla differenziabilità, se g è derivabile allora

fr(x, y): g(x +.i.') è differenziabile, e lo stesso vale per fr(x, y)=
: lt (x - y). Allora anche / è differenziabile perché lo sono le sue

componenti.

58. L'equazione omogenea y" + l, : 0 ha come soluzione generale

-v(t): -4 cos t + B sen /, pertanto cerchiamo una soluzione del ti-
po

),(t) :.4 (f ) cos f * B (/) sen /

Applicando rlmetodo di variazione delle costanti siha

A'(t) cos t + B'(t) sen /:0

- A'(t) sen / *,8'(r) cos t: ll(1 + tz)

da cui, con facili calcoli. si ricava

sen /
A'1t1 : - l+t2

e infine

. cost
B'(t t: ^l+t"

y(f):(/(o) - 
{' #: ds)cosr +

+ (u'ror + |t' ::':t ds) senr
\ Jo l*s, /

che è la formula risolutiva cercata.
Osserviamo ora che il limite
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[' sen Jliml-.-ds
r-+€ lo I +s-

esiste finito: basta notare che se tt 1tz allora

[t' sen.s ft ds
| --------'--^ dt < / I + ., = arctg f2 - arctg /t (
rr, l *s, ,t,

*+- arctgtl ,
z

e applicare il criterio di Cauchy. Poniamo

[+ - sens
A=y(O)_ | 1*r, a,

to

calcoli analoghi valgono per 
{. 

- 
# ds : poniamo allora

3: Y'10) * /- 
- 

-:S1- o' '
'' I f s
o

Con queste scelte di.4 e ,B si ha

I y (t) - (-4 cosr * B sen /)l (

/.-#à,'l .l /.-# drl

e quindi

lim Iy G) - (.4 cos / * ^B sen /)l = 0
t++@

59. Poiché e-n" ) 0,le funzioni
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en
f^(x) =T

[:,' 
,- n" dt

sono tutte positive su R. Effettuando la sostituzione t= - s, si ha
poi

n2 î-x+ |

-_ f (-.x)= | e-nr"on rn' ' I
" ) - x- t

dt =- [
/x+1

e- ntt ds -

.n2e n'' ds = --:- f.- (x) .e''''

f-(r)<L vx22."n-

Pertanto la serie converge totalmente sulla semiretta {x > 2l .

Se invece è 0 < x 12,l'intervallo [x - l,x I l] contiene qualche
intervallo del tipo U - 2ò, I -- ò1, con A < 6 < ll2.
Si ha allora

= 
r,._"

Allora le funzioni / sono pari, pertanto ci basta studiare la serie
perx20.
Distingueremo i due casi x 2 2 e 0 ( x 1 2.
Se è x 2 2,f intervallo [x - l, x * I]è contenuto interamente
nella semirefta \t 2 I |, sulla quale si ha

,-nt2 4"-n .

allora

-nt' dt 42e-n ,

e quindi

r.._" 
e



:6e-n(r-6)2,

e quindi

dtî
f^(x)2î ,r-n(t -6" =; rn6(2-6) .

che tende a * co peÍ n -+ o" . Cio esclude la convergenza puntuale
su [0,2[ .

60. Per ogni numero reale f, la funzione

l-e-Et'
tè-

I

è continua su 10, 1l ed ha limite finito (uguale a zero) per f -+ 0*;
allora I'integrale che definisce f (x, /) esiste finito per ogni (x, y) e
€ R2.
Si ha poi

(l) f (x,!)=e(xY),

dove
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fÌ+ I . tl--6 ,l-6

l r-n,'dt> l r-^u ar> I e-n(t-6)2 677=
Ix-r Jr-zu lr-r,

1t | -e-tr'e\t): | ------:- dt ,
Lt
U

I,' 
t *:-'u o,=+ f JttI 2Etdt

(2)

quindi per provare che /è differenziabile basta provare che g è de-

rivabile.
A questo scopo è conveniente effettuare nell'integrale di (2) il
cambiamento di variabilis = tt2 ,peî E* 0 : da
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si ottiene la semplice espressione

1",
(3)

I

2

IvG):7

sup g: lim
6-+-

I - e-"

-ds

s

(4)

Questa formula vale anche per € : 0, perché da (2) si ricava p(0) :
-0.
Grazie al teorema fondamentale del calcolo integrale, estendendo
per continuità in s:0 l'integrando di (3), si ottiene che 9 è deri-
vabile e

se{:0

e'(E) =
| --e-E

sef#0

Di conseguenza, la funzione / è differenziablle e il suo differenzia-
le è dato da

(s) Í(df) (x, y)l @, k)= p'(xy) Qh + xk)

In particolare, per (x, y) =(1,2) si ha

l.(df) (r,2)l (h, D: + 0 - e-') (zt, + k) .

Riguardo all'estremo superiore e all'estremo inferiore di / su R2 ,

si noti che per (l) essi coincidono con I'estremo superiore e I'estre-
mo inferiore di g su R.
La derivata (4) di g è sempre positiva, dunque p è crescente e

),

pG):
1 f + 6II
'tl

i variabili

| - e-'

-ds,r=-s)mentre (effettuando il cambiamento d



inf p: lim
6*--

1 t+*p(0:-= I:J
0
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e'-1

-dr

r

1,.-

Poiché

1-e "_ ds>
,'

i due estremi sono
Infine si ha

c10e

e'-1 [t* e' I--* dr2 Í 

-dr21e-
I J, f

1,. 

- t 'r'-' u,r(t-!)1,. - gù

-=,s

dr
1". 

*
1) 

1,. 

*

rispettivamente * ao e -oo

,. f (x, y)llm --*=0.
(x.-v)* (o.o) '\/x' + y'

perché / è differenziabile ed è nulla in (0, 0) insieme alle sue deri-
vate prime (vedi (5)).

61. (i) Sia r una soluzione polinomiale dell'equazione (*). se y è co-
stante, cioè;'(x) = c per ogni x, si ha necessariamente c :0.
Se invece y è un polinomio di grado .À/ > 1, ra sua derivata r' è un
polinomio di grado À' - I, e quindi [y,(x)], e xy,(x) hanno gradi
2,V 2 ed N rispettivamente. Di conseguenza _ xy,(x) +.rr(x)
è un polinomio di grado minore o uguale ad 

^-, 
ma è uguare al

polinomio [y' (x)12, cosicché

l^/-: <1/,

lV(2.

polinonti del tipoVediamo allora quali
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y(x)=ax2 +bx:c

risolvono (*): per questa scelta di y Ia (*) diviene

4azxz *4abx+bz +2ax2 +bx-axz -bx-c:0

da cui si ottiene il sistema

4a2 ra=0

4ab=0

c: bz

Le soluzionì di questo sistema sono

a=-ll4 , b:c=0

a=0, ó=tr, c=À2,

con L costante
sono la parabola

(1)

e le rette

E' facile verificare che queste rette sono
rabola y - - x2 14: infatti la tangente
(t, - t' lil ha equazione y + lxl2 - E' 14

(ii) Vediamo ora per quali (xs, .t,o) e R2

-y di (*) tale che

(2)

arbitraria, cosicché le soluzioni polinomiali di (*)

x2
y\x)= -; -

y(x)= ì.x * tr2 , ). € R

tutte le tangenti alla pa-
alla parabola nel punto
-0.
esiste qualche soluzione

),(xo) = y o
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Anzitutto, se una tale soluzione esiste, il numero z:y'(xo) è una

radice dell'equazione di secondo grado

zz + xoz - lo:0 ,

e quindi si deve avere

(3) xl+4Yo20

D'altra parte se vale (3), cioè se yo 2 - xf;l4,ví sono soluzioni di
(*) che verificano (2): ad esempio, le due tangenti alla parabola (l)
se è ;,0 ) xzo14,la tangente alla parabola e la parabola stessa se

è y0 = - xTl4. In conclusione, (3) è la condizione necessaria e

sufficiente perché esista qualche soluzione di (*) che verifica (2).
Oltre alla parabola (1) e alle sue tangenti, (*) ha come soluzioni
Cr (ma non C2 ) anche le curve formate da un arco di (1) e dalle
sue semirette tangenti agli estremi.

62. Per ipotesi, per ogni e ) 0 esiste ó > 0 per cui

lf(x,y)- ll<e V(x,ùéBu,

dove.Bu è la palla lr' *./' < 6' Ì .

D'altra parte, posto
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| ,,
ev)= TTrz ll fdxdy

"8,

sihaperr)6

e(r) * |
1=-

T12 Io,

(f -1)dxdv =

mentre il limite di f (x, y) per | (x, y)l -+

è il caso, ad esempio, della funzione

(f - r)dx dy++ tt ri- r)dx dy
\a. Trr- JJ.

r-6 o6

:#ll"

Si ha quindi, notando che mis (.8"\Bó ) 4nr2 ,

crór
lp(r)- ll(e +-;j ,r'

da cui, facendo tendere r verso * * ,

maxlim I p(r) - 1l =< e .

Per l'arbitrarietà di e questo implica

1im 9(r): I .

Il viceversa è falso: infatti può accadere

1 rr
;f ll f dxdl':1

of

che

Vr)0

* oo non esiste. Questo

f(x,y)=l*x.

63. Introducendo le coordinate polari. si vede che
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1 * (nx + y)2 * (x * ny)z = I + (n' + l) p2 * 2np2 sen2ú>

> | + (n' + l) p2 -2npz : | + (n - l)2 p'

Ponendo (n -- l)' P' = /, si ottiene

e quindi

lim 1 :0.
n+6 n

64. L'equazione verifica le ipotesi del teorema di esistenza e unicità
locale, perché la funzione y F> y(2 - y) è di classe Ct e quindi
localmente lipschitziana. Inoltre le funzioni costanti y :0 e y :2
sono soluzioni dell'equazione.
Di conseguenza se y è un'arbitraria soluzione non costante su un
intervallo 1 si ha necessariamente una delle tre possibilità sesuenti:

Pertanto, indicando

o(In * 
lo'"

lti, si ha

pd0 4

gna

-dr

,n 1 
(n2 - n)2 ú 7T 'Í[

I,<(,.,-tf J, r+t, <(rJf t!

gli integrali asse

p

[' p{2n t 1+6_Wdp.

r
n

(l

con

I

t * (n -- 1)' p')t

(l)

(2)

(3)

01y(x)12 Vx €/

y(x)10 Vx €1

y(x))2 VxeL
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Mostreremo che le soluzioni del tipo (l) sono definite su tutto R,
mentre quelle del tipo (2) o (3) non lo sono. Infatti, siay una so-
luzione del tipo ( 1), e supponiamo che il suo intervallo di de-
finizione 1 sia massimale. Posto É : sup .I, essendo -t''(x) =
= y (x) (2 - y (x)) ) 0 su .I, esiste finito il limite

tim, .y(x) .

v- I

Se per assurdo fosse | ( * - , risolvendo il problema di Cauchy

y'=y(2 -y)

,)'(É) = À

si potrebbe prolungare la soluzione -r' in un intorno destro del
punto f , contro I'ipotesi di massimalità di /. Dunque deve essere

sup 1= * - . In modo del tutto analogo si prova che inf I = -" * ,

e cioè che l coincide con tutto R.
Per quanto riguarda le soluzioni del tipo (2), osserviamo che esse

verificano la relazione

v'(x) < - y2 (x) ,

cl0e

(4)

Se y fosse definita
rebbe

(*) ''

tutta una semiretta la, + * [, da (4) segui-

*-,

1

ma per I'ipotesi (Z) è ---- ( 0 per ogni x. In modo analogo siylx)
prova che una soluzione del tipo (3) non può essere definita su

unasemiretta]-oo,a1.
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Per descrivere le soluzioni del tipo ( 1) possiamo introdurre la con-
dizione iniziale y(0) = yo: infatti tutte le soluzioni di questo tipo
attraversano l'asse y, e viceversa per ogni punto (0, yo) con 0 (("yo ( 2 passa una soluzione del tipo (l).
Dividendo I'equazione per la quantità positiva 2y - yz siha

da cui

Notiamo che lim
Y+ + ú

,'(")(#-#-)=r,

log

65. conviene osservare subito che f (x, y) è decrescente in y per ogni
= )0 fissato, per la monotonia della funzione arcts.
Si ha allora

sup_ /(x, ,/ ): sup f (x, 0) = sup(r,l')e,4 xàt x>l

cloe

y\x): 2yo,"
2 -- lo * yo€2*

Al variare di yo in [0, 21 queste sono tutte e sole le soluzioni cer-
cate.

e anche

I
_- 1

-1.

.inf f(x,y):inf lim f(x,y)$,y)eA x2 | !+ r a

- - arctg(ty)
z

t2
= 0 uniformemente per t) l,
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in quanto, per ogni J, > 0,

i

) - alctg (/"r,)

0< t2I

I
,l'):--

Ì
I

Allora

f *- Tl| - - dt=r )t,
14

lim f (x,
2x

quinc'li

inf f tx, y 1= inl
G,y)aA xà

Osservando che /(1, 0) = l, si ha che l'estremo superiore di/è un
massimo, e la tesi è completamente provata.

66. Siano .Mt

tà di g, in ciascun intervallo IM,, M,*,1 esiste un punto rz- di mi-

nimo assoluto per g. Nelf intervallo lM , m,)la funzione g è mono-

tona decrescente, altrimenti avrebbe un altro punto di massimo
relativo. Analoganrente si vede che g è crescente in [nl-, fu(,* rl.
infine, se fuI 1 ) 0, g risulta monotona anche in [0,,4.4t ] e, se

M, 4 a, anche in lM * al.
Dobbiamo provare che I'estremo superiore delle lunghezze delle
poligonali con vertici su I non supera 2À'b + a. Sia dunque P una
tale poligonale, ed I la sua lunghezza. Detta P'la poligonale otte-
nuta aggiungendo ai vertici di P i punti (M,,p(M,)),1 ( i (À, e i
punti (m., 9(m,)), I < i < Àr 1, e detta I' la lirnghezza di P', si

ha chiaramente

L<L,,

2--r îr- | __
-tr2x2

e anche

L':Lr* +r,"2N
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dove 1-r, , Z* sono le lunghezze delle parti di P' comprese
neeli intervalli

1r : [0, Mrj, Iz=IMr, mr],. . ., Ir* :lMu, al

in cui g è rnonotona (il primo e I'ultimo eventualmente ridotti a
punti).

Siano (xo, p(xo)), , (x,, ó(x,)) i vertici di P' nell'intervallo

Iu ; dalla disuguaglianza y/ffi ( la | + lbl si ricava allora

L,. Ip(xi) *p(xi-,)12 + lx,-x.-, ltlt" <

tp6) -9(x,-,)l* (x. x. .)' I t- I

=r/-
i= I

r/rrLi=l

La prima somma, per la

- g(xo)1, e dunque non
seconda sonlma è uguale
l(Ik) di 1u. Dunque

monotonia di 9 in /u, è uguale a | 9@,)
supera b essendo g a valori in [0, ó]. La
à x, - xo , che è proprio la lunghezza

a.<a+t(I\

g(xo)
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cosi che

L' <zNb + /(1r ) +

come richiesto.

+l(I2N):2Nb*a,

67. Se a = 0, la disuguaglianza è banale. Fissiamo alloraa ) 0 e ponia-
mo

f (x, y):x3 + y3 - 3axr' ;

vogliamo dimostrare che

inf f (x, y)à - a3
x>O,Y>O

Cominciamo a cercare i punti stazionari di / all'interno di D =
= [0, + .. I X [0, + oo [. In essi si dovrà annullare il gradiente di
I cioè

3x2 -- 3ay = 0 3y' '- 3ax = 0

Ricavando y dalla prima equazione e sostituendolo nella seconda si
ottiene x3 = a3, cioè x = a, da cui y =a. L'unico punto stazionario
di/interno a D è dunque (4, a). Notando chef (a, a): - a3 ,non
resta che provare che (a, a) è in effetti il punto di minirno di I
Per far cio studiamo il comportamento di / sulla frontiera di D
e all'infinito. Per x = 0 si hal(0, y) : y3 > 0 > - a3, € lo stesso
pery=0. lnoltre

,r=t#. (x* ù2>x2 +y2

per ogni x )- 0, y è O, quindi

, + r'r:(x */,) (x2 - xy + r'1>rp +1,' 
Q' - " Io't

(x2 + v2\3/z x2 + y2
f(x. y), t - 3a 

2

* rt)
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per cui

lim f(x,y)=*oo
I(x,y) l* + -
(r,.v)€ D

Si conclude facilmente che I'estremo inferiore di / è raggiunto
all'interno di D, è un minimo e viene assunto in (a, a), che è ciò
che volevamo dimostrare.
Un'altra dimostrazione della disuguaglianza si ottiene molto rapi-
damente se si utilizza la disuguaglianza fra media aritmetica e

media geometrica:

-3 r,,3 r^3+>-'Jffi.
J

ó8. (a) Posto x a/Î= 
E ,l o1T= 

4 si ha

(Í 1 fÍ
f l d- À(xa + s'o ) d.x ay : à ll s- (Eo + n') dEdrt .Jh, yA J./*z

(b) Passando in coordinate polari si ottiene

t2n ,* -
f= | I pe-po(cosaa+senaat4p4Q

Jo Jo

Ora, essendo cosa0 *sena6=(cos2 0 *sen2 il2 -2cosz 0sen20 =
I: l- -^ sen2 29, si ha
z

|<.or-g+sen4o(l

e quindi

,, 
lrn* rr- 

Po dp4C4Zn 
lo** or Pot2 dp .
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D'altra parte è noto che

dis

pril
nte

valutare i

il cambia
nel seconr

Per

mo
rO

t,o

t,

lllra

nel
anl(

id
lllt
do

Ird

Lel

n-ìe

Iti

iva

-+

tquf

lli p
r risl

I
=-

2

:l

:grali in

i variabì
avremo

-p dp=

polzdp=

inte

rdi
ora

Qe-

in

o
lor

pl

)e

ue

ent
'nl

uest ul

n2 =,
ispettir

| (*
;l' 'o

v/ [)l- Jo

guaglianza,

o di essi, e

t

ds.

suI

lTt (

)

dt

eseguia-

Y lV.t-

rI-"dt-' I e-"dt=)t-R

dunque possiamo concludere che

i-7lr/ 11 lft/ lIfY < C<22

69. Siccome nel punto iniziale (", L) si na x ! = r , la zonadi piano in\ a/
cui dobbiamo studiare I'equazione è I'insieme

3rlxv 1- l"21

lo"*' 2

a={(x,y):x) o-'a

La funzione tg(xy) è di classe Ct inA, quindi il problema di Cau-
chy ha una ed una sola soluzione -r,(x), definita in un intervallo
massimale )a. O7 contenente il punto x:a.

Tale soluzione ha derivata nulla in x: a,poiché il punto (",!-\

sta sulla curva {tg(xj'1= 0}. Inoltre nell'insieme e U ìrn i1n!
tC@y') è crescente in x, dunque per rl teorema di monotonia
(v. appendice) si ha

y'(x)<0 per q.1x1a, y'(x)> 0 per a1x1b,



e quindi anche

(l)

cioè ó 13a12

3îr
Posto poi ì. = lirrr /(x). se À ( -- si puo

x-b )b
a destra di x : ó, contro la massimalità di

aÌ
riamenteÀ--,pertanto

/.D
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in lc-, al

prolungare la soluzione

loqb(, dunque necessa-

î
^ (y(x) (
zx

î
x

Dato che l,(x) è crescente in la, Ò[ si ha da quest'ultima disu-
guaglianza

71 3n
; < y(x) < Zx in la, bl

3n î(

- 2lim "Y('x))y(a)=-2b x-b- a

xY:3n12

xy:rc/Z
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Per quanto riguarda l'estrerno sinistro a. mostreremo che suppo-
nendo a ) 0 si perviene a una contraddizione. Poiché y (x) è decre-
scenteinla,a[,esiste

3rlim l (x)=-
x-b 2b

lim. /(x)=/e

lim 1,'1y.; : -1- 
"ox+b

rl
,-|4l

lrp;
(dove si è fatto uso di ( l)).

'îr

Seè/
/.4

il problema di CauchY

ma ciò contrasta con la massimalità di la, ó [
T

Se è /:;-, si ha per (1)
/a

n -rv(x)-l 2x 7T

(:l =-x-d. x-a 2ax

e d'altra parte per tl teorema di Lagrange

Y(x) I :-],'(€-) :tg[É,]'(€,)l
x-a

cona( 8,{.x, dunque

tim YG)-l=-o'o
+-r-'q X - A'

in contrasto con (2).

| 
"r,' 

: ts (xr,)

[-r'(a):/'

1T

- 2", Vxclo-'bl'



lim -)'(.x): * oo
J*0

Si potrebbe anche mostrare che la soluzione f (x) è asintotica per
î

x -+ 0* alla curva xy :+, nel senso che
/.

t r\
lim lr(x)--l= 0.
'*o*\ 2x /

70. Per ogni partizione O = {"0, xt, . , xN } dell'intervallo [0, 1],

con

0=.{o(xr(...{xr:1,
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Allora necessariamente a : 0. e da ( 1) si ricava

indichiamo con

]V

(1) t,(fi:Y llf(x)-f(xi_,)12 + lx -x, rl'l'''r" /

la lunghezza della poligonale di vertici (x,, f (x,)).

Per definizione si ha allora che la lunghezza della curva f (l) è

uguale a

/(fCf)):slp/pO

al variare di P fra tutte le partizioni di [0, 1].

Pertanto per ogni n ed ogni partizione P si ha

(2) tP(f ,) < / (f q, )) </4-

D'altra parte da (l) segue immediatamente che se f,(.x) t f (x)
per ogni x € [0, 1] allora

lpU,) -- lrO ,
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cosicché per (2)

tP(n < M'

da cui la tesi l(l(f)) <M.

7 L Si nota immediatamente che la serie è a termini non negativi.
Posto

si ha anche

Í^(x, y)2log2 per lxl ) I oppure lf,l) I ,

quindi la serie diverge al di fuori del quadrato

Q=ltxl(1. l:l<t).
Se (x, 1,) € Q, dalla disuguaglianzalog(l + r) ( I segue

(1) f,(x, :,) (x2' * y2n - (xt)" + (J')u 
,

e per il teorema del confronlo la serie data converge.
Per quanto riguarda la convergenza uniforme, se essa ha luogo su

un insieme ,4 si ha necessariamente A C Q,perché per la continui-
tà di ognif la serie converge puntualtnente su,4.
Viceversa, per ogni A tale cne E CQ, si ha

(2) A9llxl(l -ò, lr,l<1 --òl perqualche ò€10, ll

e dunque dalla (1)

\rf, <2(t --6;2"

quindi la serie converge totalmente su ,4.
In conclusione si ha convergenza uniforme su .4 se e solo se vale
(2).
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72. Osservando che

lxl+ lyl>l(x, l')l:\/W

ed utilizzando le coordinate polari, si trova

- Lltc ,T,

,- ' Il",rtx 
t+ tv I dx dy 2 e- , 

[ 
,rO ctx dy =

peP dp:2r(r 1-e-'),

quindi il limite cercato è uguale a * oo

Per 1l teorenw di monotonia (v. appendice)
decrescente perx ( I e crescente perx) 1

Se si vuol calcolare 
lr11. ,,(x), che esiste

73. Il secondo membro f (x, y7:arctg y - 
I 

dell'equazione è definitox
/.

su (R\ {0}) X R. dunque, essendo ;) 0, I'equazione va studiata

solo perx ) 0. lnoltre/è di classe Cr, quindi è localmente lips-
chitzjana in .rr. Per il teorema di Cauchl,-Lipschitz esiste allora
un'unica soluzione I (x) del problema.
Ricordando che I arctgll < l"l,l , si ha che perx ) 0

If6,t')l=<-+ l1'1.
x

e ll teorema di esistenza globale (v. appendice) assicura che y(x)
è definita su tutta la semiretta ]0, + - [ . Osserviamo poi che il

/4 .\ , rRunto(;.tlsi trovasull'insieme f = {(x, y):x ) 0,x=--j. },\ 71' arcts.v', '

dove / è nulla.

si ha allora che;,(x) è

per la monotonia di
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y(x), si può osservare che

1tl
l,'(x)< 2 -; '

Integrando questa disuguaglianza

40(x(-,siottieneÌ

ì
I -- r'lx) ( --)

4
sull'intervallo I x, - [, con

4
-log--*logx

7r
li-")\7r /

e quindi

v(x)2
4log- -logx,Ì

da cui segue che lim /(x) = * "" .

x- 0'

Analogamente. per calcolare lim -r'(x) si puo osservare che. per
t++-

la monotonia di/(x) ,

Trl 4
y'(x)> 4-; Vx2-,

4
dunque, integrando fra - e x, si ha

ù

IJ-1_-rl,)

7l

Y(xl2 ^ 
x

-

e quindi lim y (x): * a
x++6

Aî
lno y _l_ lnq 

- î

Si puo anche osservare che, essendo -/(n) ) l, si ha

y'(x)>+-+ vx ) o
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e quindi

ltl
v'( x)y,,(x)=iîi 

où 
+

Postoc=1*lr2(x),siha

y"(x) )min ll-- t *+)=:!:J>
*>o \4c cx x'I qc'

pertanto f (x) è convessa.

Un grafico approssimativo della soluzione è:

l4x
---2---- ^x" | * y'(x)

I+-
x2

0,

74. (a) Sia (xo, yo) uno zero di F. Poiché

/o) ha determinante diverso da zero,
la matrice jacobiana DF(xo,
per il teorema di inversione

1/arctg Y
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locale esistono un intorno V di (xo,.yo) ed un intorno tr/ di
F(xo,yo) : (0, 0) tali che Fr, è un diffeomorfismo tra V e ll.
In particolare.F è iniettiva in z, cosicché (xo,1,o) è il solo zero diFinV.
Più precisamente, abbiamo provato che

(b) Poniamo F(x, y) = DÍ(x, /), e sia f (xo, yo) = 0. Allora si ha,
per l'ipotesi su I

F(xo, yo) = (0, 0) , det DF(xo, ),ù * 0

e quindi per (l) esiste un intorno V di (xo, yo) in cui (xo, -yo) è
l'unico zero di .F. Se in Z vi fossero altrizeridil, per I'ipotesi essi
sarebbero anche zeri di .F, pertanto (xo, yo) è necessariamente
I'unico zero di f in V.

75 . Con il cambiamento di variabili s = / 2 /n si ottiene

F(xo, lo) = (0, 0) 
I

| = (xo, y6 ) è uno zero isolato di F.
detD.F(xo, yo)#Ol

ft er'ln ,_ l

" 
=' )r,r--- ot =

(l)

+ l,: .",?*
Per il teorema della media inteprale siha

.) r.=+(+ +)+
per un opporruno g, .] + +l
Osservando che

:* ('

e* -l

-_ 

t
-l

I \ ,"-1- r') L

lim É, :0, lim
)É* 0



lim

76. La forma c^r è chiusa se e solo se

(1)

cl0e

òu_ a / .' \:_
Ax Ay \.r' + y2 /

cioè, integrando la funzione - Zxy (x2
bile x, se e solo se

dalla (l) segue subito
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2xy
(x2 + )'2 )2 

)

+ v2)-' rispetto alla varia-

I,= ll2

con g : R --+ R arbitraria funzione di classe Cr .

Per avere I'esattezza di c^.r, occorre aggiungere alla (l) la condizione
seguente (vedi es. 36):

v
u (x, y ) = ---;--:-; + ,p [v )

 t-v

[cos/( - sen/) * [sen/ I g(sen/)] cos tldt : 0,

cost dt:0

primitiva di g ,

r(2) | .=0 conf:cerchiounitario.
tI

Nel nostro caso la (2) diventa

r2Í

l

lo'" "'"n "
indicando con @ unao ancora,

[ó (sen t)]'o" :0
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Quest'ultima condizione è owiamente sempre verificata. dunque
la forma c^; è esatta se e solo se a(x, l) è della forma (1), e in tal
caso le primitive di c^; sono le funzioni

lt (x, y) : tog\/ xrT y- + (D [r,)

con O primitiva di 9 .

77. La funzione f (x, y) = y2 -- arctgz x è di classe Cl su tutto R2,
pertanto il teorema di Caucht,-Lipschitz assicura I'esistenza locale
e l'unicità di una soluzione l'(x) : la,0[ -+ R del problema dato,
cond<l<8.
Per provare che tale soluzione può essere estesa a tutto R, mostria-
mo che

(1) I r'(x)l Vx € la, É[ .

la costante z(x): 0 verifica leA questo scopo osserviamo che
condizioni

z'1x\)f6,2(x)) Vx#0, z(1)=y(t)

pertanto

(2)

(3)

Posto ora

per 1l teorema di confronto (v. appendice)

g (.x, ),) : )'2

si ha

f (x, y(x))2 s@, "v(x)) in la, P[ ;

'Í 7r
inoltre le costanti ut@) = ; e uz@) = - = 

sono soluzioni della'2-2

Ì
2

1,(x) ) 0

,r'(x) ( 0

la, 1[

ll,pl

ln

ln

-(+f
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squazione differenziale

u'=g(x,u)

e verificano le condizioni

r.t,(l))y(l) , uz(l)<r(1).

Applicando altre due volte il teorema di confronto si ottiene infine

n
(4) ulx)(--

2
in la, 1[

(s)

Da queste e da (2).
teofema di esistenzq

l@)à- l,al

(3) segue subito (1), quindi si puo applicare il
globale (v..appendice) perché da (1) si ricava

ù-r- in ì

Supponiamo dunque che.t,(x) sia definita su tr.rtto R. e studiamo-
ne I'andamento. Per la (2) si ha

l.'(0)>arctg(0), !(l)(arctg(l)

pertanto esiste un punto a € )0, I I tale che

J'(a) : arctg (a) .

Possiamo applicare il teorema di monotonia (v. appendice) nel
semipiano {{x, ,r,) '. x 2 0}, ottenendo che y(x) ó crescente in
[0, a I e deciescente in ]a, +'"" 1 .

Per x ( 0, la soluzione y(x) non può mantenersi sempre al di sopra
della curva y - - arctg x, perché in tal caso dovrebbe essere cre-
scente per ogni x ( 0, pertanto si avrebbe

/r\z
llrx.1' (x))l (( , / in la, PI

lim y (x) 4/ (0) < * = hm (-- arctg x) ,.X+-ó Z x+_@
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che è una contraddizione. Allora esiste un punto b < 0 tale che

y(b)= - arctg(b) .

Applicando nel semipiano {ix, y) : x < O } it teorema di monotct-
nia siha che y(x) è decrescente in ]-oo, fi [ e crescente in ]b,0].
In conclusione

t'(n) >

-1r'(-r) <

0< lim y(x)<l ,
x+-ó z

Una facile applicazione del
dà

TTlim ylx)=-J \-- t t t
f--- L

0

0

per b 1x 4a

altrove

In particolare, esistono i limiti diy(x) pern +-c. e perJ( -+ * oo

e da (2), (3), (4), (5) segue

îl
-;< lim r(x)(0.

z x++ú

teorema dell'asintoto (v. appendice)

lim v(xl:- -'-x++- L

=- d fCtg x

y - arctg x



78. (a) Per ipotesi si ha

f(x,r')*0' n 'n'

Ora, se (x, -y) * (0, 0) si ha

l(nx, ny)l: n l(x, y) l-+ + ""

e quindi

f ,(x, t) : f (nx, nv) --> 0

Poiché per ipotesi

f,(0.01="fr0.0):0

si conclude che fn + 0 puntualmente
(b) Eccettuato il caso banale in cui
mai uniforme su tutto R2.
Se infatti si ha per qualche (xo, yo)

lf (xo,.ro ) l:

allora per ogni n si ha anche
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Pef ftt@,

0, la convergenza non è

\>0,

sup lf(x, y)l
l(x,y)l) nr

è infinitesimo per n --+ oo , dato che

su R2

è f :

sup l/,, l> | f ,
lt- \l-s )l= t,f (xo, /o )l = ì.n/

Si puo facilmente mostrare che la convergenza di (f..) a zero è

uniforme su ogni dominio del tipo It' + yr. ) rt ).'.on r ) 0.
lnfatti

(+

sup lf .^(x, Y)l:
Itr. yjl> r '' n

e il termine a secondo membro
f(x, y)+ 0 per | (x, y)l- + oo .

79. La funzione /è non negativa, e si annulla in (0,0), dunque min/=
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Passando in coordinate polari, la funzrone diventa

Il ,-
J @, ?l:r/p]cos€ @ e p, :nG e- p"

Oi /OofUiamo cercare il

Dovrà owiamente essere

e0 (0(22r.massimoper0(p<112
7l

l sen (d + ;) l: l, cioò
4

^ Sr
OPPUTe A = 

-
A+

Si ha poi:

*ur,-,')= (+f -2p"6),-P, =#(+- r),
e I'ultinro terrnine è positivo per 0 (p <]

2

cercato si ha per p- ll2 r 0 =*oppure ja+4

Ì
0 --

4

, pertanto il massimo

, da cui

(.x, 1;1= t(* ,
\,tr

2
maxf:fe /-l= I" "\l 2/ ,tF.

80. Poniamo

f,(x, l): arctg [(x * ),)r" * (_r _ ],)2,I .

Si nota subito che per la crescenza di t t_+ arctg / si ha

fn?, l')2 arctg
T

,= O perl.x*:,121 oppure lx_ yl7l,

quindi la serie diverge fuori dal quadrato aperto

(, . 
"r),

Q= {lx*.yl( 1, lx-"yl< 1}
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In tale insieme invece, per la disuguaglianza arctg / ( / valida per
f)0,siha

(1) o <4(,x, y) ( l(x + y)' l' + [(x * ))zl" ,

quindi per 1l teorema del confronto la serie converge in Q.
Piu precisamente. se A C Q, cioè se

(2) A q llx t t'l< 1 - 6, lx --yl< 1 ._ 6) nerqualche 6€10,1[,

dalla(1)siricava

Yrf"<2(1 
'-612" 

'

quindi la serie converge totalmente su ,4.
viceversa, se la serie converge uniformemente su un insieme A co
allora converge puntualmente su _4, pertanto A C e, cioè vale (2I
ln conclusione si ha convergenza uniforme su -4 se e solo se ,4
verifica (2).

81. Il secondo membro f (x, y): e!" - e'" è di classe Cl su tutto il
piano, quindi I'esistenza locale e l'unicità della soluzione y(x)
sono assicurate dal teorema di Cauchy-Lipschitz.
Notiamo che -; tx) e dispari: infatti ponendo ;(.!) : - lt-.v) si
haZ'(X) :-lr'{ - X):r'r' ( x) 

-e(-t)' -r:z(x) -d't',c anC1te:(0):
= 0; per ì'unicità della soluzione deve essere z(x) = y (x), cioè y (x)
è dispari. Ci limiteremo a studiarla per x ) 0.
Si osservi che I'insieme dove / si annulla è dato dalle due rette
ll:JÚey:-x.
Sicconte il punto iniziale sta su tali rette e

+ - -2xe" 1o
Òx

Vx)0,

si ha dal teorema di ntonotonzc (v. appendice) che y(x) è decre-
scente per x ) 0, quindi in particolare

-x(y(x)10 Vx)0.

Essendo allora l y'(x)i ( e" , la soluzione esiste su tutto R.
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Posto poi

,19_ 
y@):le[- -,0[ ,

si ha / - - oo: infatti se fosse l) -'* si avrebbe

lim_ y'(x)---,

che è in contraddizione con / ) - o" .

A titolo di esempio, vediamo come si puo dimostrare che y(x)
asintotica alla retta ! = -- x.

Mostriamo che y(x) sta definitivamente al di sotto del ramo
iperbole

{"> I ' Y=-\/Ff,l.
Poniamo g(x) : -Jn: si ha

di
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tim [e'@) - f (r, s(x))i: _ e-r

pertanto esiste xs ) I tale che

c'6)> f (x, g(x)) Yxàxo

:t(x)2 s@) Vx2xo,

y'(x):eY"(r) - ett ( er' --, - er' :er' (e-t - l),

lim [e.'(lt-* -L

(l)

Se fosse

si avrebbe

pertanto lim y
x++6

per ogni x. Allora

'(") = - -, che è assurdo perché y(x) ) - x

esistex, )xo tale che

"l(.rr ) (g(xr ).

Per la (l), si puo applicare il teorema di confronto (v. appendice)
e si ottiene

,y(x) (e(x)

pertanto in particolare

Vxi-xr,

o *,IT_ | v(x) - (-x)l < _lT_ [g(x) - (-x)] = 0 .

82. Proveremo che

f(x) e' dx

t2
,f '(0)

2

['
'o

lim
fà0
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A tale scopo possiamo applicare il teorema dell'Hópital ed il teore-
ma fondamentale del calcolo integrale, ottenendo

fQ)e'dx[''o
lim

t+0 t2
L

Oltre all'ipotesi /(0) = 0, si è utilizzato soltanto il
è continua ed è derivabile nell'origine (e non C2 ).

fatto che /(x)

a osservare B contiene il
angolo [0, 1]

I lxz t lll
n*1

loc 

-
"2

Il limite cercato è pertanto

84. Osserviamo subito che / è dispari in x e pari in y, e che il dominio
D è simmetrico sia in x sia in 1. Basta quindi limitarsi a trovare
l'estremo superiore di f nell'insieme

Dn= {o<"<l,o</<2}'
tale valore sarà l'estremo superiore cercato, mentre il suo opposto
sarà I'estremo inferiore.
Notiamo poi che

.. fG)e' 1= limr+o 2t 2 t-o

_ f '(0)

2

f(t) f(o) 
=

t

ldx:

randoèpositivoeche
1]. per concludere che

[t/ f ,t-t I

,ro \ ,r0

ugualea*-.

integ
n-

xdy

I'
0,

u

che

xI
IST

tti

r.Bn

83. Bar

ret

I

lr
J)

(l)
4.4 ts2

lf\x,y)l:lxl , ", .- <lxl,
lx- + y' )'

dunque / è continua in (0, 0); allora l'estremo superiore su D*
un massimo.
Cominciamo a cercare gli eventuali punti stazionari di / interni
D* : dobbiamo risolvere il sistema

A
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Zoxa y2 (xo + y')2 - 32x8 y' (ro + y2 ) - ,,

163

af
0x

òf
òy

-0

che con

che ha derivata Prima

h'()'):

G4 + )'2 )4

8xsl (xa + y')' - 16xs y3 @4 + Yz )

(x4 + y2 )4

facili semplificazioni si riduce a

f.
l3xa = 5 Yz
j

lxo:)''
t

=0,

questo sistema, però, non ha soluzioni interne a D* (1i.noti che,

in ogni caso, non è detto che/sia differenziabile in (0,0))'
Studiamo ora il comportamento di / su òD* .

Per.r = 0 o t : 0 la funzione vale 0.

Per.y = 2 si deve studiare su 0 ( -r ( I la funzione

I 6xs
g(x)=f(x,2)=G4 +4f ,

la cui derivata prima

s'(r): G# (20 - 3x4)

è sempre positiva per 0 ( x ( 1. Si ha allora

(2) J-\x,2) <,f(1,2) Per 0 (x ( I

Perx = 1, infine, studiamo su 0 ( y 42la funzione

ttLv):ltl,y)= r,O;''t, I Y')'

8l

-^_:
(l * t'' )"

(l - vz)
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positiva per-t,'< I e negativa per-1, > 1, Dunque

(3) f(1,.v)<,f(1. 1) per 0(y(2

Da(2) e (3) segue che

maxf =f(l,l)= I ,
Dn

per cui il massimo di/suD è l, e il minirno è - l. Alla stessa con-
clusione si poteva giungere notando che per (l) è

lf(x,y)l(lxl(1,

e che/(l, 1):\,f (-_1, l;= -- t .

85. (a) Il secondo membro f (.r, y) = ll | -- arctg e" è lipschitziano in
I e soddisfa le ipotesi del t,eorema di esistenza globale (v. appen-

dice), quindi il problema di Cauchy assegnato ammette una ed

una sola soluzione y(x) definita su tutto R, quale che sia ye.
Consideriarno il problema di Cauchy

0)
z' : z -- arctg e"

z(0):/o)0 ;

anch'esso ha una soluziotte z(x) definita su tutto R, e positiva in
un intorno di x = 0, Se z(x) è sempre positiva. sarà z(x)= y(x):
se invece z(x) si annulla, sarà soluzione del problema di Cauchy
assegnato nell'intorno di x = 0 in cui essa è positiva. Risolviamo

dunque (l) : moltiplicando I'equazione per e- ' e integrando. si

trova

(2) z(x):"" (l'o - I' 
e. t arctgr'o):

:arcts r, *+e'log o *e-zxs ex(+.Y-rù

E' chiaro che z (x) ) 0 su R qualora sia



7T lop.2,o2q+ z
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2" 
) '- log2) I t' oe'

lnoltre z(x) si

(3) z(x)=(r..,e

può scrivere nella forma

rT\l
e'' -; "'J+;e* (log(l *e

-/L

Tenendo presente che

îrarctgt, 
O,

log( I + t-2 )> log2

Vre 10, 1[

Vr€10, lI

si ricava da (3) che

z(x))0 Vx(0

indipendentemente da;,0 ) 0 .

Seè

7T

0(;ro (-
I

loe 2+-
''l'

a

da (2) si ottiene

lim z(x):-a,

pertanto z(x) si annulla in un punt
In quel punto è z'(x): -- arctg e'
in un intorno destro di xo .

Risolvendo il problema di Cauchy

f r'= --w --

I

Irv(xs):0

oro)0.
o ( 0, pertanto f (x) è negativa

arctg et

si ottiene
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(4) w(x): -e-xfe* arctgù -e'o arctgexo * log(l + e2,) -

log(l * e?'o)l ,

e si vede chiaramente che w(x) ( 0 perx )xe, pertanto y(x)=: )v (x) per x ) xo . Si ricava allora da (4)

Ì
lim Ìr(x) =-; ,

x++ó L

indipendentemente da xo, e quindi da !o-.Un grafico approssima-
tivo delle soluzioniy(x) nei vari casi è il seguente:

1Y":7* Vlog2
Yo)Yo

Yo:_%

[: arctg e'

(b) Si ricava da (2) che per yo
îl=-+
Î

los.2

, siha

lim y(x):* .
x++€ Z

86. Derivando I'uguaglianzaf 2 + g2 : 7 si ottiene
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ff'*gg'=0,

cioè i vettori (f, Ò e C', g') sono ortogonali. Dato che
sono non nulli. esiste un coefficiente À(x) tale che

(l) (f '(x),g'(x)): l(x) (-g(x) ,f (x)) Vx e

perché i vettori ortogonali a (f, S) sono tutti del tipo (,
Moltiplicando scalarmente la (l) per (---5, fl si ottiene

entrambi

R,

Ig, À"1).

(2) f (x') g'(x) - s@)f '(x) = À(x) ,

cioè ì. è una funzione continua. D'altra parte, considerando le nor-
me di ambo i membri in ( l). si trova che

| À(x) l= I Vx€R,
e cioè ì.(x) € {-1, 1}. La funzione X, per essere continua, deve
allora essere costante. Osservando che /(0) =g'(0) = 1, € quindi
f '\0) = g(U = 0. si ha da (2)

À(x)=1 Vx€R.
ln conclusione ia ( 1 ) equivale al sistema lineare del primo ordine

JÒ

o'=f6J

che con le condizioni iniziali suf, g, f ', g'ha come unica soluzione

/(x) = cosx

g(x) = senx.

87. Le funzioni



I
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sono continue e positive su R .

Usando la nota disuguaglianza

si ha poi

nn
nl2 

"e'

f(x)< 
(reoo:'ù' 

,"

Ma

e (los.nl'

,t5:-o =O Vx€R.

dunque per il criterio della radice la serie data converge in ogni
punto di R.
Per quanto riguarda la convergenza uniforme, è facile accorgersi
che essa ha luogo su cgni sottinsieme superiormente limitato
.4 C R. Infatti se è

M:supA1**,

osservando che log n) 1 per nè 3 si ottiene

\of"<fn(M),

e quindi su,4 si ha la convergenza totale.
D'altra parte, se.4 non è superiormente limitato non è possibile
che la serie converga uniformemente su ,4, perché per ogni n si ha

sup f,2 lim f"{x1= * m .

,a'-" r--+ó

88. Se x = 0 oppure | = 0, la disuguaglianza è vera per ogni costante
c> 0.
Sia allora x ) 0, y ) 0; la disuguaglianza data è equivalente alla
seguente:



(l)

(;l .(:1,!
o anche, ponendo t : yf x, alla

_l _
/b \o*ut:t=l-l\a /
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to+t-'r+ v/>0.

Posto p(t): to + t-b,lafunzione g è continua e positiva per
t)0einoltresiha

,lim_ 
9(/) :,IT_ pG)= * * .

Allora g ha minimo positivo su ]0, + o"[, e quindi la (1) è vera
per qualche costante C > 0. Per determinare la migliore costante
C occorre calcolare il minimo di ol osservando che

9'G):af -'t - bt-o-' ,

il minimo di 9 si ha per

Il valore minimo è dato da

a*b
min 9(/) = e(î):
f>o I

@a fio yî-+ o

quindi la migliore costante C è

l_

(ao 6b1o+b
L_ a*b

f-

89. Osserviamo subito che l'integrando è positivo. A seconda del valo-
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re di c, la funzione ! = xa ha grafici molto differenti, dunque trat-
teremo separatamente i vari casi.

Seèa(1,posto

170

E
-l Ito,ol:o(p<l,o*u=+Ì

p-zN+t dpd6:

si ha

ll",'*' + v2 )- * o' u,' 
llr,

rl
=+ I o r,r'-tdp:*co

-ó

per ogni N> 1.

Se è a ) l, conviene distinguere i due casi.lV: I
Per 1/ = l, posto

E, = l@, 0) : P >,-1, 0 < U ** I

eNi-2.
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Se è a - 2lV < -- 1, cioè a < 2À- - 1, quest'ultimo integrale è in-
finito, dunque anche quello di partenza è infinito.
Se invece è a) 2N - 1, posto,

si ha

ft (x2 + y2)-1 dxo,, ff p1 dpds:+ [*- dP:1*

"oo 'lE, 
o l, P

Supponiamo ora,Ay')2,a ) l;notando che.l, (xo (x per0 (
(x ( 1. si trova

fl / rra , rl,l(l o*')Nd),\dx=2 N lr"'2Ndx.
ó \/o / Jo

o, mg

a*1--2N

non è mai finit
>2lv-1.

ll, @' +vz)-N dxdvz 
I'U"'" 

(x2 +v2) N a)ar>

Et=1(p,01:0<6<| , orr,

siha,notandocheèy20,

90. Il secondo membro f (x, y)= + - --i--dell'equazione è diy' (x' * l),
classe Cl (e quindi localmente lipschitziano in y) nel semipiano

tt (x2 + )'2) N drdy < [ p zN+ | dpdo *
llo Jt,

^ "3

oo.

ntre per

<+
rl , .xa+ I (l x-2Ndy\a"= .n.../o\/o 'l 4-4N'

In conclusione, pe,r -^y' = I I'integrale
N > 2 I'integrale è finito se e solo se a
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,1, = l@, y) : y ) 0 | dove si trova il punto iniziale (0,a): allora in
un intorno di x:0'esiste ed è unica la soluzione ),olx) del proble-

nla assegnato. Osserviamo che la funzione / si annulla in ,4 sulla
parabola ! = xz * I . pertanto distinguiamo tre casi a seconda che

il punto (0, a) stia all'esterno di questa parabola, nel vertice o
all'interno. Se è 0 1a 11, la soluzione y^(x) non può interse-
care la parabola in un punto di ascissa x6 )*0, perché in tal caso,
essendo

òf 4x

aì'=(l+xL' >o vx)o'

per il teorerna di mortotonia (v. appendice) la funzione ya sarebbe

decrescente in [0, xo [, dunque

.r,, (0) )"r,o(xs') : 1 *xoz > I > a = ),o(O),

che è una contraddizione. Allora y,(x) 1l * x2 a destra di x = 0,
e in particolare 1;o è crescente. Dalla disuguaglianza

)'o(x))' )'o(0)=a '

valida a destra di x : 0, segue

I

f t't' Y'(x)) ( '-o'

pertanto la funzione 1,'u è definita su tutta la semiretta [0, * - [,
ed è crescente. Ora,

"!T- 
l"(x):le )a'+*)'

non può essere / ( * "" , perché altrirnenti si avrebbe

I

lim l'(.r):--;- ;
x'+* a lt

allora si ha necessariamente /= * -. e quìndi lirn y'o(x)= 0. Per
-t++6

quanto riguarda I'intervallo di definizione a sinistra di x = 0, osser-

vianro clte 1a funzione z(x)= I verifìca



pertanto per il teorema
stra di x : 0. Allora yo
fosse definita su ]- ""x->-€,haintalcaso
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z'(x)<f (x, z(x))

z(0)> -y" (0)

di confronto y ^(x) 1z (x) < I + x2 a sini-
è crescente anóhe a sinistra di x : 0. Se 1,
, 01, avrebbe limite finito / € [0, a[ per

lim 1", (x) : lim
l+-6 l+-6 vz (x)

'a '

l ll'

+oo

se />0

se /=0,

in contraddizione col, teorema dell'asintoto (v. appendice). Allora
I'intervallo massi'rale di definizione di yo è del tipo ]xo, * oo [ ,

con -r- < 0. E' immediato constatare che deve essere

lim y (x)=0.
+ "a

.Y+ X
a

ltm y'^(x1= * -
a

Un grafico approssimativo della soluzione "1r., per a = lf 2, è ripor-
tato in figura.

Il caso a: | è molto sirnile al caso a 11, e non lo trattiamo.
Passiamo al caso a) l: colre prima, la funzione z(x): I verifica:
z'\x) 1f (x, z(x)) e z(0) 1"/_(0), pertanto a destra di x :0 è

Yo@) ) l. Allora
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si ha

lf tx. y^(x))l( r + .f- < z ," (x' I l)"

quindi /o è definita in tutto [0, + "" 1 .

La funzione J.,a non può stare sempre al di sopra della parabola
-.1., = 1 + x" , perché in tal caso sarebbe decrescente e contempora-
neamente tenderebbe a * oo per x -+ * - . Allora y_ incontra la
parabola in un punto di ascissa xo ) 0. Per il teoremà di monoto-
,ia, !a(x) è decrescente in [0, xo I e crescente per x ) xo.
Come nel caso O 1a 1 l, si ha poi

lim )o(.r):*oo. lim .r.j(n):0.
Xr+É x-+- 

- 4

Per x ( 0, dato che

I

f ix, y)2 - .-.----;;2 -lr +x-r'

!"(x)4a x

nell'intervallo sinistro di definizione. Poiché la retta y : a - x
interseca la parabola .y = 1 + x2, necessariamente anche y. inter-
seca la parabola, in un punto -f < 0. Sempre per il teoremùdi mo-
notonin,1o è crescente per x ( .f e decrescente in ]x-, 0]. Come nel
caso 0 1 a 1 1. si vede che esiste un punto x, ( 0 tale che -v è

definitainlxo,*-[e

linr* -vo(x)=0, li*_ )'olr1:*oo
.Y-x " x-xaa

Nei casi a : 1 ed a) l. si ha y'(xo ):0 per un opportuno xo à O,
e inoltre

);6)) 0 V-r)"0,,IT_ t|@)=0.

Detto .È il punto di massimo di y'o in [xo, * "" [, questo e un punto
di flesso di y_.

I
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91. Si ha

x(0): (l - cos 0) cos0 , y (0): (l -'cos0) sen 0 ,

da cui

x(0)>0, y(0)20 V0 €

f è dunque contenuta nel primo

p(0) è funzione crescente di 0 su

l.
ha

.x'10;=sen0(2cos0 -- l) , /-'(0):1+cos0 - 2cos20 ,

1

da cui (essendo t=- ) et=l leradicidell'equazione I *r
- 2t2 =0) segue ctre, timitatamente all'intervallo 0 ( d < +

2

La curva

bito che

^ /a\=F\ l I

Inoltre si

frf
lo';1.L 'J

quadrante. Si vede su-
f 11
10,;l e che p(0)= 0,

L "l

x'19; : 0

y'(0) = 0

Si noti infine che

per0 :0 o

perd = 0.

îl0--
J

v (0\
lim 

-: 
lim tsO:0

d*o' x(0\ ,e-o*

In conclusione la curva | è un
con tangente orrzzontale in (0,

cartesiano rispetto
ticale nel punto

)

grafico

0) e ver

all'asse 1',

/ tnt /rr\ ll ,,F
("( , /''\; )):\z'î
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Nell'altro punto estremo (0, l) la tangente a f ha coefficiente an-
golare uguale a

y'(7T l2)

-: 

- f

x'(n I 2)

Si puo ora tracciare un grafico approssimativo di f :

Per calcolare I'area
mo le coordinate po

area (D) =

92. Seèsenx(1.

ne D, compresa fra I e l'asse y. usia-

n--7

o,u, 
o a o)ao

(l - cos0)2

della regio
iari. Si ha

1,"'(1"

1""'' +
3d0:-
8

sceltoaC]senx, lI

I
sen2x*-(c,

n

si ha definitivamente

e quindi
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0 <4(x) (a" 
,

cosicché la successione converge a zeÍo.

7r

Invece per sen x: \, cioè x : -: , si ha
z

che. come è noto. tende ad e.

Allora Q ) converge puntualmente in [0, zr] alla funzione

[O se x#nl2
"f(x) 

: I

l, se x:rf2.

Poiché ogni fn è continua su [0, zr], mentre / è discontinua in x =
: îî12, la convergenza non può essere uniforme su alcun insieme

,4 C [0, z] tale che r12 sia di accumulazione pet A.

Viceversa,se,4 C [0,2r] ètaleche *qi,allora
L

f r 1 fr I Tl(l) 7 _c 10.;-61"1;* 6.zrl neroualche 6 e 10.; t.
L Z J LJ ) Z

Scelto a tale che

f,(x): (t - +)'

si ha

,"^' (+- u). a 1t ,

,'"'(+-u)* L=o v n)- lta,

quindi

\P f,4a' Y n)- lto ,
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e la serie converge totalmente in,4.
In conclusione la serie converge uniformemente sugli insiemi del
tiPo

7r

B :A U ;, con,4 verificante (l)
z

93. Con il cambiamento di variabili x * y(x)= z(x) I'equazione diven-
ta

(1) z'(x1:2 - log z (x) .

Il secondo rnembro f(,2) = 2 - log z è definito per z ) 0, ed è lo-
calmente lipsciritziano perché di classe C1 . Per il teorema cli
Cauch.t,-Lipschitz, per ogni punto (xu, zo) con zo ) 0 passa allora
una ed una sola soluzione di ( 1).
La costante z(x) = e2 è una soluzione particolare, clunque per
ogni altra soluzione sarà sempre z(x) 1e2 oppure sempre z(x))
) e2 . Cominciamo a studiare il primo caso: sia zo@) la soluzione
del problema di Cauchy con dato iniziale z(0): l. Poiché | 1e2,
la funzione zo è crescente; inoltre per x ) 0 si ha I (zo(x) (e2.
pertarìto

0(/(zo(x))<2.

Allora zo è definita su tutta la semiretta [0, + .o [, ed essendo
crescente ammette limite :

lim zo(x'):le)l,e2l

Non puo essere I 1ez, perché in tal caso si avrebbe,Itl_ zto(x|=

- 2 -- log / ) 0, che è in contraddizione con (2). Allora I = e2,e

,!T_ z'o(x) = 0. Invece, z0 non può essere definita su tutto

]-*,01: infattiz6 è concava, perciré da (1) segue

z' (xl
z (x):- 

,(_)

e sia zo siaz'o sono positive;alloraze(x) sta sempre al di sotto del-

(2)
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punto x : 0, che è la retta z : 2x * I ; essa

1: - -. 
pertanto l'intervallo massimale di2''

I
definizione di zo è del tipo lxo, * oo[, con -t < xo ( 0. E'

facile vedere che deve essere

lim. zo (.x) = 0
^ ^0

e quindi

lim_ z'o (x): * ."
x-xo

la sua retta tangente nel

interseca I'asse x per x

Sia ora (a, b) un punto della striscia
dio di z6 ci permette di affermare
z o(x ^) 

= b. Poniamo

0 1 z 1e2 |. Lo stu-
un punto x, in cui

{(x, z) :

che esiste

(3) z(x)=zo{x *x^ -- a):

allora si verifica facilmente che z(x) risolve (1), e che z(a): b,
quindi la (3) è la soluzione di (l) passante per (a, b).
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Consideriamo ora la soluzione z, (x) di (1) passante per (0, e2 + 11:

questa è decrescente e maggiore di e2 , pertanto dalla disuguaglian-
zalos./</ -lsiottiene

3 - zr(x) (/(z' (x)) ( 0 ,

dunque per il teorerna di esistenza globale (v. appendice) la solu-
zione z t è definita su tutto R.
Come prima, si verifica che

lim z1(x'1= sz lim z',1x) : 0

e. sempre con ragionat-nenti analoghi, che



I
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,Jll- zr(x1:+a' 
-Tlt- 

z',1x1:-*'

Come nel caso precedente. tutte le soluzioni di (1) che stanno so-
pra la refta z: e2 sono traslate di :, (x).
E' facile a questo punto disegnare le soluzioniy(x) dell'equazione
assegnata, facendo l'unica osservazione che y'1x,; = 0 sulla retta
1\=p-1'

94. Fissato un punto (xo, -yo). consideriamo il problema di Cauchy

,'t : 1-(x, t')

l(xo):l'0 .

Grazie all'ipotesi di lipschitzianità uniforme in R2, questo proble-
ma ha una soluzione (unica)

g:R-+R.

In particolare si ha

(l) p'(xo) =f (xo, ),o).

Fissatoc€R,poniamo

ú(x)=9@*c):

per ipotesi ry' è soluzione dell'equazione (1). cioè

(3) e'(x + c): l'@,9(.v * c;) Vx € R .

Per -x = xo c,Ia (3) diventa

g'(xo'):f (xo - c, lo)

che, confrontata con la (2), diviene

(l)

f (xo -- c, _r'o ) :l'(xo, 
,r,o ) .
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Da quest'ultima uguaglianza, per I'arbitrarietà di xo, lo e c, si ri-
cava la tesi:

f (x, y):f (0, y) V(x, "v) € R2 ,

e cioè / non dipende da .r .

95. Cerchiamo di stabilire prima di tutto per quali valori di (x, y) il
termine generico della serie è infinitesimopeî n +oo. A tale scopo
osserviamo che, se a e b sono due numeri reali non negativi, si ha

(l) lim la"-bnltl'1 -
0 se a=b

maxla,bl se a*b

Infatti se d = b si ha la" - bn l= 0, mentre sea* b, supponendo
per fissare le idee a) b à 0, si ha

cosicché, notando 
"h. ,liT 

(bla')" :0, si ottiene la (l).

Da (l), con a : x2 e b ='r,2, si deduce che il termine generico non
è infinitesimo se (x, lr) non appartiene all'insieme

o={lxt=tr.t}

il quale non è altro che I'unione delle due bisettrici degli assi car-
tesiani.
Invece su D tutti i termini della serie sono nulli. e quindi la serie
converge totalmente su D.

96. Con il cambiamento di variabrle z(x): y(x) -- x, l'equazione di-
venta

(1) z'(xS= sen z(x) -- ].



g
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Poiché il secondo membro è limitato e di classe Cr , la soluzione
di ( 1) passante per (0, a) e unica e definita su tutto R. Osserviamo
che le costanti

î
z(x)=;*2kn. keZ,

z

sono soluzioni di (l); inoltre, se z(x) risolve (l) con dato iniziale
z(0) = a, allora la funzione

a(x): z(x) t 2kr

è la soluzione di ( I ) che passa per

possiamo limitarci a studiare il caso

soluzione z(x) rimarrà sempre fra

Da ( 1) si ricava subito

z'(x)<0 vxeR,

quindi le soluzioni sono decrescenti. Posto

si ha che la funzione

(2)

(.O, a *
3

2

le due

2kn). ln conclusione,

1a{-:-,eallorala
I
r3costanti;e-=7t.
z/.

f ln 7'(lim z(xt=t€l--
'--i- L 2'2
<ú

deve essere [ = - ^ , altrimenti da (1) si ricava chez'(x) ha limi-
z

te diverso da zero, in contraddizionc con il teorema dell'asinrorc
1l(v. apperrdice). Analoganrente, lirn z(x):-l- .

xa-@ )

Deffazo(x) la soluzione di (l) verificante

zo(o)=-T,
z

z(x)=-n - zo(- x)
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risolve (l) e passa per (0, -
ha allora da (2)

;). pertanto coincide con zo(x):
z

SI

zoGx)++= -(ro@)*+),z \ /./

cioè la funzione zo(x) * a è dirpuri. Questo significa che ilgrafi-

co di z o(x) è simmetrico rispetto al punto tO, - 1).
2

Infine, I'inrmagine di
3r€ l-;n, -[esiste./. z

5T
zo è l-; 7T, - [, quindi per ogni a €

un punto x- tale "i, ,o(xo)=a. Posto allora

z(x):zo(x * xo) ,

la funzione z(x) risolve (1) e passa per (0, a)
sono dunque tutte traslate dizo@).

le soluzioni di ( 1)

Osserviamo che I'equazione (1) si puo risolvere esplicitamente. di-
videndo per (sen z - l) e integrando rispetto ad x, ma l'espressio-
ne che si ottiene non è di facile studio. Dall'esame delle soluzioni
di (1) si ricava I'andamento delle soluzioni dell'equazione di par-



tenza: i massimi relativi sono
rclativi sr.rlle -r, =x * r * 2kr.
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sulie rette )) = x I 2kr, i minimi

v- x++

Y:X

97. Sommando e

sistema dato si

!:X-îl

sottraendo termine a termine le due equazioni. dal
passa subito al seguente:

(l)

Derivando
lora

la prima

y'+2y *3x= 0

x'-y -x -o
equazione e usando la seconda si ottiene al-

y" +2y'*3y -l3x=0,

cioè, utilizzando ancora la prinra equazione di ( 1),

y" + y'*y:0

Si ha allora. con facili calcoli,
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Y(ù=(1

e quindi, ritornando alla

'/T
2

t+B € 'r ",."f1
prima delle (l),

/ -sa, ax(/): \ O

tT
VJ

2

-58+A\F ,"nG-,)n-',' .t+
/T

VJ
cos

98. Possiamo supporre di aver esteso /per continuità, ponendo/(0) =: I . {Jn erafico,approssimativo di / è il seguente (molto fuori

scala: inrealtà/\-, / = -0.002):

Definita

lx
s(x)= I fOta,,

L

la funzione g risulta di classe C2 , è dobbiamo massimizzare la

quantità s(b) -- s@).
Dato che / è pari, la funzione g è dispari, quindi

sup [g(b) - s@)): supg - infg= 2 suPg ;

inoltre, se xe è il punto di massimo dig, si avrà

rb ['o
max I fftldt=g(xo)- c(-xo)= | fttlat.

la t- ro

sen x
X
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Dalle relazioni

g'(xo)=0, g"(xo)<0,

necessarie perché J[s sia dí massimo, si ricava

SehX6=0 , Xo*0

cosxo <0,
Xs

dunque xo deve verificare la condizione

xo:kr, conk€ {1,3,5,. }' {- 2,--4, -6'.'}.

Osserviamo che per ogni n € N si ha

10+zttt senf - rz l('r+l)r sen(f_ltrl 
,-G_n)2 41 

_
| -:--r,d,=l -tlnJ (tt+ t1n î lrn t' r

f (,rr l)r Selìf
:_f _--__:__--____ut

I ttIrlstt-nt-' n1T

Poiché sen f ha segno costante in lnt,(n + 1)n[, si ottiene

Jln*t\n lsentl_ | ____,;í{iî<
t (t*zr)el
' tttt

. 
l',",,* 

"" E!! o,=|f,",,. "" ,r,, o,l 
.

r(n * 2'ttr

I f(ndt
,'(n + l)1t

l)"r,',,'" 
f (') dt <o vn e N '

Questa disuguaglianza imPlica
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cosicché in particolare g(.7T -l 2nr) 1 S0T) per ogr-ri n ) |, e an-
che

99. Intanto notiamo che f non è limitata su R2 : infatti

lint f (n, n): lim n2 rQ:4 *
n+ + 6 /l + + €

Siccome. ponendo ,f(0, 0) = 0, la fìrnzione risulta continua e

(l) f (tx, ty): t2f'(x, y) ,

il massimo e il minimo di / su D esistono e sono raggiunti sul bor-
do di D : infatti se (x, .r,) è interno a D e f(x,t)> 0, basta appli-

care (l) con l: 
-+- 

) I per ottenere che (x, y) non è dil.vl* lyl
massimo, e analogamente per il minimo.
Osserviamo che /(- x, - y)=f (x, -y), per cui è sufficiente cercare
il massimo e il minimo di f sui due sesmenti

Sr : {x)0, y>0, x*_r':1}

52: {x(0, )'>0, Y t:1}

o, più precisamente, il rnassimo su S1 (dove/è positiva). e il mini-
mo su 52 (dove/e negativa). Notiamo che su St è

_ rl _ _rJ__

f(x, y): xy e(t+ 
Y)' -2x! : x!,r -2x!' : sQYl

cong(f) =tetl(1-zt)

1 2nn -. 2t
I fî)dt<o vn€N.t

J^- znT

(da cui S(- 2nz) ( 0 per ogni n) l).
Allorag(x) ( 0 per -r ( 0, e per ogni x e lr * 2nr, 3r * 2ntrf
è g(x) {s@ * 2nr) (s(?T)

Il punto di massimo cercato è dunque xo : T, quindi

Íb Fn
max I f*,tttr:I f(ndr.

Ja J -T
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Inoltre, sempre su S, , si ha

osíx,y=x(1 -.rr)< +=i 0 - tlz),

mentreper0(/< I
< t lo funzione CG) è crescente. in quanto la

sua derivata è

s'(t)=ftnJ-\"t'',,o\ tt ]t\'zf

In conclusione 
,

,y*f : T:*t: ^:,y, 
r,,,=r(|)=vE =f (!, ' \.o<rn+ -\4/ 4 '\Z 2/

)t"i*"?ìnte, 
si trova che il punto di mininro per f su ^!2 è

I r'7/' ouinoi

min /= min 1'= y (-+ , a) = -l _D s2 "\ 2'2/ 4\/6'

100. Distinguiamo i due casi lxl( t e lxi) 1. per lxl( I si ha

€ t -.n2 1i l{l = 1 }t* *; +=e( *€,
7=o I rtl t Fo tt'. - 

Ai

pertanto la serie converge totalmente su [_1, I ].Per lxl) I si ha invece

lytn2 lxln' / lxl,\n,ty:;- > ti^ ;- =,,1g (+) : * oo,

quindi la serie non può essere convergente.
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101. Il cerchio assegnato ha,
FvL.

nel piano (x, z), centro in (1, 0) e raggio

Per ogni a e l- rF, tDl indichiamo con S l'area
(piana) ottenuta intersecando il solido con iipiano
regione è un cerchio di raggio x,:1 +1ffi per
tre per lal) 1 è una corona ciicolare di raggi x' :
c x,. Pertanto si ha

Il solido è simmetrico
volume Vèdafoda

So = ,(l +@f :r(3 -a2 + zr/ú1 se lal=< I

E = r[(l )' - (l -@)2 ):  ,Tyry= a2

se lll/<tQ.

rispetto al piano l, : O ), dunque il suo

t^fò^v -L da.



*qs

-fl

- -.)-
- Lll

102. Sia u una soluzione dell'equazione differenziale

(l) u'1x1=f 1u1x11 .

lndichiamo con.1 = )a, 01,. dove --
massimale di esistenza della soluzione
nelle ipotesi fatte su /, si ìra
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(q(É<+-,I'intervallo
tr: dobbialno provare chc,

Osservando che

,, 
[r'

71

J"

(+
\J

Q:-oo

A tale scopo osserviamo che per I'equazione ( I ) vale il teorema di
esistenza e unicità locale, e che la funzione identicamente nulla è
una soluzione di ( I ). Per la crescenza di / e per I'ipotesi ,f (0) : 0
si ha poi

(2) f{t)>0 pert>O, f(t)<0 per/<0.

Allora necessarianrente

(3) u(r)> 0 Vx e /

oppure

(4) i(r)<O vxel'

Nel primo caso si lu, per (2).

I'FZa": arcsen fr .
si ha in conclusione

V:2r (3-a2 +2\/m)da* rEVda=

.;)**'(;-+): {*,n'



I
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î'1x1=y1l1x))>0,

pertanto 7è non decrescente, dunque per (3) esiste finito

u^ = lim ufxl .

x+c

Se fosse a ) - "o , risolvendo il problema di Cauchy

u'=f (u)

u\o(,) = uo

potremmo prolungare d a sinistra di x = a, contraddicendo la mas-
simalità di 1. Nel caso (4) il ragionamento e analogo, dunque neces-
sariamenteQ=-oo.
Si osservi che relativamente ad / abbiamo usato solo la lipschitzia-
nità e I'ipotesi (2).

103. Ricordando la disuguaglianza

lsenal(lal

si ha subito che

per cui

lim î(x,y)=0.
(r,1,)-, (0,0)

Ne segue che / è continua in (0,0);siccome essa è poi ovviamente
continua in R2\ {f O, Ot }.la funzione/è continua su tutto R2.
Osservando che



convlene porre

e studiare la funzione
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I
I

x2 + .v2 =; [(" *.r')2 * (-y .r')2 ]

x*y:E , x- y=n

in (0,0)

cG, n)= 2[sen[2
-: . --- se (t, n) * (0. 0)

E" +n'

sul cerchio C'= Itt * n'< I l.
Poiché g(- t, ?)'= - g(È, n), basterà calcolare 

IE* 
g, in quanto

núp I = - %E* 
g. Inoltqe su C' è 0 < f' ( 1, quindi si ha sen {2 )

2 0. In conclusiorre

mqx s (t, n) = nrax 2 € tY €'

c' o<{<r E

Ora si ha

(r) d sen|z 
-col{'et'-tgÉ2)dE t t'

e la funzione 2t - tg t, sull'intervallo ]0, r12[, è concava, nulla

in 0 e positiva per t : I (in quanro 2 _ tg I ) 2 - tgl =
J

^ ,f,- ^- 2 - \/3 > 0), dunque è positiva in 10, I l. Allora la derivata
(l) è positiva in ]0, 1], e il massinto cercato è 2 sen I, mentre il
minimo è -2 sen 1.

104. Il termine generico della serie è non negativo. Inoltre, posto

,='t/ffi,
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dalla nota disuguaglianza log / ( f segue

lx - v l"
log(n * xz

nl
+y2)( +,L@*rz)4

(nrnrz):2r(l*r2rTf

La serie data converge. allora in ogni.punto di R2, anzi converge
totalmente sulla palla lr' + y2 4 r' [. e quindi su ogni sottinsie-
me limitato di R2 . Si hà convergenza tótale anche sulla retta x : y,
ma non vi può essere convergenza uniforme su tutto R2, perché,
scelto ad esempio y :0, per x -+ * - si ha

(2r\"

n!

lxl"
lim

x++-

105. L'equazione ha senso
per.r *y si ottiene

cloe

Si ha dunque, per
implicita

log(n*x2):ao" Vn

perx * y+0. Moltiplicando

yy'+xy'+y-x*2:0,

ambo i membri

nl.

D'altra parte vi sono altri insiemi, oltre a quelli indicati, sui quali la
serie converge uniformemente: ad esempio, è facile verificare
che si ha la convergenza uniforme sull'insreme

A- lx-yl( | +x2 +yz

d /vz x2 \
,_ ( ., ixy- r +2x):0.ax\/. / /

le soluzioni dell'equazione, la rappresentazione

r
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r,2 -2(l) j;+ xy-:-*2x:k,:/.

con k costante reale.
E' facile vedere che la (l) rappresenta, al variare d,i k, il
iperboli di centro (1, - l) e di asintoti

fascio di

1) -- l :
y=(-t -r/Zl(x - t)_ t . y=(_1 +1/î\@ *

infatti con il cambiamento di coordinate

x=X * 1 , y=Y-l

la ( l) diventa

xY-+=k-1,

owero

tr - (-- | -\n)xltr - (- | + \/T) xl= 2(k - 1) .

Da (l) si ricava anche ia rappresentazione esplicita delle soluzioni
per fr ) 1 si hanno le soluzioni globali

),2(x)- -x +f2[(x - 1)2 + k _ l)

Y2_+
2

mentre per ll =< 1 si hanno soluzioni clella stessa forma. ma definite
solo sulla semiretta ] - oo , I -,, {î=Et oppure sulla semiretta
)1 +/ffi, + o" [. Un grafico delle soluzioni (nel solo semioianoy)-x)èilseguente;
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10ó. Per definizione, / è convessa su R2 se e solo
(xz, yz), ed ogni À, p € [0, l] tali che I * 6r =

"f 
(Àxt * ttxz, tr.l,r + 1'r"/z ) ( Ìrf (xr, y,)

Ciò equivale chiaramente a dire che tutte le
rette sono convesse come funzioni di una sola
funzione

se per ogni (xr, 7, ),
1, si ha

t- pf (xz, !z) .

restrizioni di / alle
variabile, cioè che la

g:tr+f(xith,y+tk)

è convessa per ogni scelta di (x, y) e(h, k). La nostra ipotesi signi-
fica che sono strettamente convesse le restrizioni di / alle rette
parallele agli assi cartesiani, mentre nulla si dice delle altre rette:
viene naturale di pensare che / non sia, in generale, convessa. In-
fatti, supponendo per semplicità che / sia di classe C2, f ipotesi
equivale a

(1) /__>0 f.,.,>0,
tt

mentre la convessità di/equivale a g"(t) ) 0, cioè a
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h2f +2hkf +k2f >o vlh.k\.'xx -xy -yy

r97

(2)

E' facile trovare esempi di funzioni che verificano (l) ma non (2):
la funzione

f (x, y): xz + y2 + )rxy ,

verifica (1), ma per À ( - 2 non verifica (2). Un esempio è dunque

f (x, y)=x2 + yz - 3xy .

107. Il problema proposto equivale a trovare il punto p, sull'iperbole
xy =8f9, di minima distanzadaP= (0, 1).

Il punto Q si trova intanto certamente sul ramo 7 dell'iperbole
contenuto nel primo quadrante, in quanto ogni punto dell'altro ra-
mo dista piu di I da P, mentre vi sono punti su 7, come ad esem-

/8 \
pio { = . 1l , che distano rneno di 1 da P\v I

Si tratta dunque di trovare

min {x2 * A, -- 7)z : x ) 0, },}O, xy = 8/9 }.

Applicando 1l metodo deí moltiplicatori di Lagrange si ottiene il
sistema

I
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2x = lty

2y -- 2: )rx

Yy : 819

Sostituendo la seconda equazione nella prima si ottiene 2x :: À(Àx * 2)12, cioé

(t) (4-Àt)x:2À.

Moltiplicando questa uguaglianza per y e usando la prima e la terza
equazione del sistema si ha poi

cioè

(2)

8

g (4 - Àz; = 14 - Àt)xy = 2\y = 4x

*=+(4-À,).

Dovendo essere x ) 0, si ottiene lÀl< 2, pertanto da (1) si ricava
À ) 0; in conclusione deve essere

0<}.<2.

Sostituendo (2) in (1) si ha, con facili calcoli,

).4 - gì.2 - gL * 16:0 .

E' facile osservare che ì,: I è una soluzione, ed è I'unica in ]0, 2[;
infatti la funzione ì. * ì.4 - 8),.2 - 9). + 16 è decrescente in tale
intervallo dato che la sua derivata è

4).3 - 16À-9=4ì.(tr2 -4)-9<-9 VÀ€10,2[.

Allora I'unico punto stazionario di xz + (J - l)' su 7 (e quindi
necessariamente il punto di minimo) si puo ricavare da (2), che

24
dà x=t,.dall'equazione di7, che dà y = 3'

I
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L'equazione del cerchio tangente è allora

x2+(r-l)2=+-+:;

108. Ponendof(x, y):x senx -y seny si ha

af
^ (1,1)=-senl-cosl(0,
oy

quindi, per 1l teorema del Dini, esistono un numero positivo 6 eci
una funzione.p di classe C1 tali che

Ilx-11<6, ly-l f <6, f(x,y)=0] + y-p(x).

Poiché owiamente l'uguaglianza

x sen x - p(x) sen ,p(x) = 0

è verificata dalla funzione 9(x)=x, e dato che p(1): l, si conclu-
de che, in un intorno di (1, 1), il luogo di zeri cercato coincide con
la bisettrice del primo quadrante.

109. Il secondo membro f(x, y)= ri-i è definito e di classe Cr sul pia-
no privato degli assi coordinati. Siccome nel punto iniziale (1, 2) è
x ) 0, y ) 0, d'ora in poi ci restringeremo al primo quadrante. Per
il teorema di Cauchy-Lipschitz il problema proposto ha soluzione
unica yo(x), definita in un intorno di x = l. Poiché f (x, y)) O,
la soluzione yo@) è crescente. Osserviamo che la funzione z(x)=x
risolve l'equazione, quindi dayo(l) ) I segue

(l) yo(x)) x

sull'intervallo di definizione di yo (x). Consideriamo la funzione
(definitaperx)0)

lf(x,ù se v2x
8\x, y)=1

lr se y1x
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Essa è lipschitziana in y nel semipiano {r > 0 }, e da (1) segue che
yo@) risolve anche il problema

( /(x) : s(x, y (x))
(2) I

["r,(t) 
= 2.

Essendo poi

(3) 1<.g(x, t-)1eLl' ,

per 1l teorema di esistenza globale (v. appendice) la funzione y6 (x),
soluzione di(2), è definita su tutta la semiretta 10, + "" 1 .

Da (1) segue subito 
_1T_ 

yo(x): * oo , e quindi,!T_ y;(x)= l.

Essendo pero yf (x) ) I per la (3), la funzione yo@) si allontana
dallaretta y=x.
Per la monotonia di yo , esiste il limite

"tg_ro(x):x€[0,2[ 
.

Se fosse ì. > 0, sarebbe yo@) ) ì. per x ) 0, quindi

1_ 1 1__1".
yL@)=ex ro?) )ex à. =

-! ! -+ I
: e \ et ) e n. 

- ,
Y

da cui, integrando fra x e l,

L

2-io(x))-"-r log",

e infine

_ _1.

tr= lim - yo@)< lim. e À logx--cb,
x+0- x-o'

che è assurdo. Allora necessariamente À. = 0.

I
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Con qualche calcolo si può inoltre mostrare che ys(x) è convessa
per x abbastanza piccolo, e che il limite di yL@) per r -+ 0*, che
esiste, non può che essere 1. Un grafico approssimativo della solu-
zione è il seguente:

ll0. Per definizione di convergenza uniforme, per ogni e ) 0 esiste
t€ N tale che

sup lP,,(x)l (e Yn2î.
xe R

Scegliendo ad esempio e : I si trova allora

l{(x)l<1 Vx€R Vn2T,

e da ciò si deduce subito che P.- è costante, perché se il grado di
P fosse maggiore di zero si avre6be

'IT- 
lP'(x) l= * - '

in contrasto con ( I )

(l)
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I I 1. Dato che è

;*(t*î) =" vx€R,

la successione (f ,) converge puntualmente azero su tutto R. Inol-
treèfn@)20pérognix.
Riguardo alla convergenza uniforme, osserviamo che

lim î,(x)=*oo Vn€N,
x++-

pertanto non vi può essere convergenza uniforme su R* nè su alcun
sottinsieme illimitato.4 C R*, in quanto per un tale A siha

suP4r=*oo VnCN.

Se invece,4 è limitato, cioè se esiste a ) 0 per cui

0(x( a Vx€A,

si ha la convergenza uniforme su,4 : infatti

f',(x):e' -, (t *:)"-' +:,, - (t+a\ -',,f_(x\Do,
' \ nl n .\ n/

cosicché la funzione/ è crescente su R*, e quindi

\P f" 4f ,(a) .

La convergenza puntuale di f-(x) in x = a comporta allora la con-
vergenza uniforme su 14.

l12. Posto Dr = D a {x) 0} si ha

ttd-rre*ltlll , ,- axdv>ll jarav>;ll e'd.xdv=
Jlo |+r'' llo 2 z ilD,

ri* / .€'x \:Jo 
"\1" 

dr)a,=*oo.
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l13. Indichiamo con f (x, y): 
=-!;2 ^ il secondo membro del-l+x'+y'

I'equazione. Passando in coordinate polari si ha

(1) lf (x, y)l=;+; lcos r9 - sen rll 
= + ,/T=+1*p' 2' ttr

Inoltre, la funzione / è di classe Cr su tutto il piano, quindi per
ogni punto (xo, ]'o) passa una ed una soluzione dell'equazione,
e ogni soluzione è definita su tutto R.
Osserviamo che le soluzioni decrescono quando si trovano nel se-
mipiano lfx, ù : y) x ), crescono nel semipiano {(x, y) : y <x }.
Inoltre ogni soluzione taglia la retta y =x;infatti, scelta una solu-
zioney (x) passante per (x0,.)ro), se è.lo ) xo da (l) segue che

tî
. y(x) (yo ++ (.v - xo ) Vx )- xo ,

L

pertanto y (x) attraversa la bisettrice in un punto a destra di xo . se
è yo ( x6 , invece, sempre da ( 1) si ottiene

6
y(x)> yo ++ (x _ xo ) Vx (ro 

,
L

e y (x) attraversa la bisettrice a sinistra di xo . Per il teoremn di
monotonin (v. appendice), allora, ogni soluzione y(x) attraversa la
bisettrice in un punto x, è decrescente per x ( -f e crescente per
x ) X. Studiamo il comportamento all'infinito delle soluzioni:
poiché ,l?_ (x' + y2 (x)) = * oo , si ha

/; ra-----=
lim ll''(r)l < lim lA f,J :J'v)= 

o .+t6 ir+te l*x2+),2(x)

Inoltre, per la monotonia di y(x) sulle due semirette ]- -, xI
e ]x, * - [, esistono, finiti o infiniti, i limiti

,.!T- Y@):9' , -!T- Y(x):Q" '

Proviamo che entrambi questi limiti valgono * o : se fosse .Q,, ((*-.sarebbe

l
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(2) y(x) ( ["

e quindi

v'(x)> Vx2x.

il ragionamento è ana-

il seguente:

Vx2x,

x- 9"

ltxz +y'(x)

Perx2ltl +l +219"1 sihax-2">l"l*xz +yt(x)(
z

( 3x2, dunque per tali valori di x si ha anche

xl2y'(x)217
6x

da cui

I
Ylx)>c*=logx,

o

in contraddizione con (2). Per x + - oo

logo.
Un grafico approssimativo delle soluzioni è
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114. Osserviamo anzitutto che, se y(x) = c è una soluzione costante
dell'equazione, necessariamente è c - 0.
sia ora y .una soluzione non costante dell'equazione: esisterà
qualche punto x6 nel quale è y'(x) * 0.
Poiché la funzione

7@)=y(-x)

è un'altra soluzione dell'equazione, e i'1* xo ) : - y'(xo), possia-
mo supporre (rrnpiazzando eventualmente y conl) che sia

y'(xo))0.

Proveremo che in tal caso y non può essere definita su tutta la
semiretta [xo, * oo [.Infatti, se così non fosse, posto

z (x) = y'(x) ,

dall'equazione differenziale data si ricaverebbe

(l) z'1xy2 22 (x) ,

e quindi in particolare z'(x)2 0, d,a cui anche

z(x)22(xs))0 Vx2xo.

Possiamo allora dividere per z2 nella (l), ottenendo

d/1\

''" (- 4il't vx2xs'

e quindi

l_l
z(xù 4ù'x-xo Vx2xo

Ma da questa disuguaglianza segue

_lll
z(xo) " z(x) z(xot

che è assurdo.
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115. Per x = y : z = 0 7a condizione è soddisfatta indipendentemente da
a. Posto

f"(x,1, z):x3 + otY3 + 23

si ha, per ogni (x, y, z) € C \ {(0, 0, 0) },

(l) fo@,!,2):23Ío€ , ) 
;

/r r' \
il punto lt-' t-, l) appartiene alla "base superiore" del cono:' \z z I
essendo 0 1z ( l, la (1) permette di limitarci a verificare le disu-
guaglianze solo su C a { z : ll, cioè di trovare per quali a si
ha

(2) -1<x3 +ay3 <l per x2 *1,2 (1.

Passando in coordinate polari, la (2) diventa

p3 lcos30*asen3al<l Vp€[0, l] V0c[O,2rl

e quindi è sufficiente studiare la disuguaglianza

(3) lcos30*asen30l(t V0e[0,2r[.

Una condizione necessaria per (3) è lql( 1, altrimenti la disugua-

glianza è violata per 0 =! .D'ut ruparte.tale condizione è anche

sufficiente perché, se lal( 1, si ha

lcos3 0 *asen3 0l( lcosOl3 + lal lsen0l3 <

( lcos gl3 + lsen 013 (cosz B * sen2 0 = I .

La condizione cercata è dunque lal( I .

116. Per 0 (x ( 1 e r € [0,x] si ha 0 (x"( l, e quindi
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0(sen(x"t){x"t.

Pertanto. essendo

[' xnt - n+rdt=x
lo t -- .' 

'

si ottiene la disuguaglianza

( 1) 0<4(x)4n2x"+t Vxc[0, l].

Da ciò segue immediatamente che

,l*f,(x)=0 per0=<x{1.

Per x = l, si ha invece

f"(l)= nz [' 
t': t 

o' 
'loî

che diverge pet n '-+ o" . Allora la successione converge puntualmen-
te su [0, 1[ .

Vediamo per quali A C[0, 1[ si ha convergenza uniforme. Ogni
/ è continua su [0, *l ], dunque. re /, - 0 urriformemente in _4,

deve essere f, - 0 in A e quindi ,4 [0, I [, cioè

(2) ,4 C [0, I - 6] perqualche 6 € 10, l[.

Viceversa, se ,4 verifica questa condizione. da (1) si ricava che

tYf,(n2 11 -6)"*t,

e il termine destro è infinitesimo per n --+ € .

In conclusione gli insiemi .4 su cui vi è conversenza uniforme
sono quelli del tipo (2).

I 17. Studiamo intanto il luogo d,i zeridella funzio ne f(x, y1 = 
logy 

-
logx - 

x
POSTO

v
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f -- ltx, y) : x) o, y) 0, x logx = y loe! l,

l'insieme I è simmetrico rispetto alla bisettrice del primo quadran-
te, quindi possiamo limitarci a individuare

r+ = {(x, y):y2x} 0, x log x=y logyl

Notiamo subito che la semiretta y = x è tutta contenuta
funzione pG) = t log t ha un grafico del tipo seguente.

inT*.La'

I
Per x )- -, esiste un unico punto y > x tale che p(y)= g(x), e

questo punto è proprio y: x. Per 0 ( , < ^, invece, oltre alla
e

soluzione y : x l'equazione gO) =,p(x) ha anche un'altra soluzio-
fle,! = 7(x), con queste proprietà:

I

-17@)1.1,
lim 7(x):1, hm

xt 0'

'- (1)-

'f (x) è decrescente .

* log / è diversa da zero

I
7(x): - 'p

Ipert+-,quindi,
e

Inoltre g'Q): I pef



il teorema del Dini,la curva 7(x)
del tipo seguente.
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è di classe Cr ; I'insieme I è allora

Passiamo ora aI problema di cauchy, il cui punto iniziale
(t I \.
5, ;/e RroRrio il punto singolare di Z. poiché f(x, y) è di
classe cr sul primo quadrante, il probrema ammette una ed una

sola soluzione y(x), definita in un intorno di x - I 
. Dobbiamo

e
studiare questa soluzione nella striscia

,S: {(x, y) : o(x( !, r>o}.

Osserviamo che si ha

af :_
0x

Iogv 1 I I
-x)= ,rrn îe0)-x)

x logx

x2
_ _: __;_ l_ y log yxy x'y
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I
Poiché pG)> - - , si ha allora, in 

^S,e

òf | lr \
òx< x\ F-*)'o'

Per il teorema di monotonia (v. appendice), la soluzione y(x) è
I

allora decrescente per x ( ; , " 
rimane al di sotto della curva y =

ll
= ^f@). Osservando che -<y(x) 

( I perx ( -, si ha poi

llosvl lloexl I
lî(x, y(x))l <----'z:-+ " <- +e llogxl,xvx

quindi il teorema di esistenza globale (v. appendice) assicura che
I

y(x) è definita su tutto I 0,; l.

Posto

Ilim y(x)=tr€l-,11,
r+0' e

proviamo che è À : l: se cosî non fosse, scrivendo per brevità

- log À = e ) 0, si avrebbe infatti

1l
-=<y(x)(I2 I (logY(x)(-e Vx(-
ee

e quindi

el
.y'(x)<-;-elogx Yxl-

I
Integrando questa disuguaglianza su ] x, - [ si ricava

e

I
- y(x) --< e logx * e (x logx - x) + e * 2,

e
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da cui À = * oo, cho è una contraddizione. Da ì. - I segue subito
lim . y'(xi = - co e il grafico di y (x) è il seguente.

x+ 0'

1 18. Posto

l'ipotesi

(l)

e la tesi

(2)

Ix
Y(x)= | YG)at,

Jo

nell'implicazione (x) diventa

I(0):0, )z'(x) ( a(x) + b(x)Y(x)

diventa

(1,' u (ù d)

Yx20,

f '(x) ( s(x) exp Vx20.
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(i) Se a (x) e b (x) sono costanti, la ( 1) implica

a
Y(x) ( -- (eo' - 1) .

D

Sostituendo nella (1) si ottiene allora la(2).
(ii) Se a(x) e ó(x) sono funzioni continue e positive, ponendo

Í^B(x)= t b(t)dt
Io

d
, tf (") e- b* \= 1Y'(x) - bY(x)le- b' < ae- bx 

,
ax

da cui, integrando su [0, x] , si ricava

Y(x)e-b' <- i fr-D' - 1)
b

e quindi

si ottiene

à4 ^,-l trt*) e-B(, )l: If'(x) -b(x) y(x)]e- B(x) < a(x)e-nQ)
ax

e quindi, integrando ,

(3)

Ora, se a(x)lb (x) è una funzione non decrescente, si ha

y (x) e-r(x) ( 
| "ftl 

e- B(t) dt .

a(t) ak\a(t): 
urù 

u(f)<;Èió(/) v/€ [0,x]

e quindi, ricordando che B(0):0, da (3) segue

I
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y(x)e-Bc) <gg-)- [' u(r)e-B(t) 47:!\*) [l -e-r(xr1b(x) lo b(x)'' - r'

cioè

b(x)=1' a(x)='-x

larelazione(l)èverificatadaY1x7=senhx=4,in
2

quanto

r(x)( !9) PaG) - llD(xl

Sostituendo nella ( 1) si ottiene ancora (2).
(iii) Nel caso generale, f implicazione ( l) + (2) è falsa: ad esempio.
se si sceglie

I''1x;: coshx =e-' * senh x:a(x)+ b(x)y(x):

mentre Y'(*)> I per ogni x ) 0.

a(x) exp ([' ,(ù d) : | ,

lf,(x)l*r" #: '"'(il ,

119. Posto

si ha

fn(x):2" senl
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quindi la serie data converge in ogni punto di R, anzi converge
totalmente su ogni sottoinsieme limitato,4 di R.

Sui sottoinsiemi non limitati di R, invece, la convergenza non
può essere uniforme: infatti, per

si ha

ed essendo

si ha anche

di modo che

(l)

Poniamo allora

ùtt_
?n-(x(3n+t 

--44

Í^(x)rr" * ,

7r
0 (;;(; Y k) n

J"+

f,.(l)>o vkln,

6tf
\IL\ r (x\22" L'

/ Jk" ',
K=n

r :13, !- .3n* t "l .rn 
t 4'" 4)

Se.4 non è limitato superiormente (il che non è restrittivo perché

ogni f , è una funzione dispari), si ha

AaIn+ó perinfinitin,

f n f-
in quanto I'unione degli I, è la semiretta 

Lt, 
* '"1. Per ogni
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n e tt sian),= n tale cheA fiIn* $,e sia

xe,qnt
n

Allora per (l) si ha

il che implica che la serie non converge uniformemente su ,4.
Passiamo ora al limite proposto. Essendo

S(0):0 ,

e quindi

,. S(x) ,. S(x) - s(0)rlm-=um
x+O X x+O X

basta dimostrare che S è derivabile. e calcolare,s'(0). Ora si ha

trtot:#l *,àl =(+)",

cioè la serie delle derivate di/) converge totalmente su R. E'noto
allora che,S(x) è derivabile e che

syg T rr@> T- Ír(î)>2"
*=d.-

K =n k=n

t-vz
2

#=2senxcosx , #=sen/ */ cos/.

/ 1\n
s'10;: 

L* r:(o) = L_ (;) = J .

n=o n=O

Il limite cercato è allora ueuale a 3.

I

120. Si ha
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òf__-:_ - 0
òy

e che

vede che
'tl

-L- - 2'

perx:0, x=t;-, x=tn
z

perx=0.

!a2

lluz
0e
,\

t

L'eqr

la so

v)l
4 rl'.

- y possiede, nell'interuarro 
-l- 

*, *f, " 
,"-

I O LL
(infatti la funzione te y F y è positiva per

r y ( 0), quindi nel rettangolo { lxl '-< a', ly I (

uazlone

rluzione
0eneg
2Ì siha

y=
-0

'a pe

=Q

tg

v
.tivegat

ha

af
0x

10ne

negal
si ha

af
0x

Nei tre punti (0, 0) e (t z', 0) lalnonvale l, mentref É *, O):
\z /

= I . così l'insieme in esame, che chiameremo f , ha come punti sin-
golari solo

t +,.)
D'altra parte, osservando che

,o)

f(x, y)=f(x, - y)=f(- x, y)

/îl

'(t

sl

x

/7T \ ,/7T \f(;+x,Yl=f(;-''Yl,\z / \/. /

f è simmetrico rispetto agli

cosicché possiamo limitarci

tl
per 0(x(; ,

z

assi cartesiani e alle rette

a studiare I sul quadrato

f- zl f- nf
Q= 10,;l x l0't IL'J L 'J

la funzione lt 0) = y sen y è strettamente crescenteNotiamo che



sull'intervallo [0, r l2],
strettamente crescenti;

di ry', si ha su Q

sen2Jr*Ysen!=1e,

Dunque | 
^ Q è il grafico della funzione

da

g(x) =,p(cosz x) .

La 
^funzione 

g è decrescente, in quanto
cos2 x è decrescente; inoltre

c(/9:P(o)=o'

perché y sen y = 0 per y = Q,mentre
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in quanto prodotto di due funzioni positive
["][zrl

allora, detta p 
' 10, ;J * l0,I I'inversa
L 'J L L-I

= g(cos2 x)

' F,;]
-+ R definita

I e crescente mentre

s(0) = p(.1) = y* ,

dovey* è tale che

0(y*( Sen y*: 1

Si ha anche

g'(0): [.p'(cos2 x) . 2 cos x sen xJ
x= 0

Calcoliamo infine C'(7TlZ). A questo scopo osserviamo che

îr
rr*

2J

-0

tim !P: fim 2lTZ = ry+o y- y+o y'

I

e quindi
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owero

Ma allora si ha

g'Qtl2)= lim

'- (i)-

t
lim-----------= 1.

t+ o IpQ)]"

,tu, v?)l1fî = 1

g (cos2 x) g(cos2x).ort =_I
COSX i ît

2

tl

1

: lim

'-(I)-

A questo punto si Può tracciare

sieme f .

un grafico approssihativo dell'in-

l2l. @) Non si può applicare direttamente a (*) il teorema di esistenza- 
globale, perché si tratta di un'equazione del secondo ordine.

Anziché passare ad un sistema del primo ordine, risolveremo

direttamente la questione proposta. sia yo (x) una soluzione di (*),
e sia la, ó [ il suo intervallo massimale di definizione. Supponiamo

che sia b < + o;scelto xs €la, Ó [, si ha allora

ly'l@)l< 1 + llogxl(c Vx € [xs, b[,

quindi la funzione yL@), che è continua in [xo, b I ed ha derivata

I

lsen!:
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limitata, è uniformemente continua su [xo, bt. ln particolare,
yL@) è limitata in [xe, bl, ed esiste finito

111n_l'o@)=9.
x+b

Dalla limitatezza di /A segue che ye (x) è uniformemente continua
in [x6, b [, quindi esiste finito anche

lim yo(x)=q.
x+ b-

Risolvendo il problema di Cauchy

y":e-Y" -logx

v(b)=d

v'(b): p

si può allora prolungare yo@) a destra di x = b, contro la massima-
litàdi la,bf, pertanto b=* oo.Perprovare chea= 0siprocede
in modo analogo.

(b) Si vede subito che lim y"(x) = - 6. Più precisamente, per

x 2 e2 siha

y"(x)<l-2:-1,

e quindi, integrando su [e2, x] ,

lim Y(x):-<'.
.Í++€

y'(x) < y'@2) -$ - e') vx2e2

Integrando di nuovo si ottiene

x2-e4
y(x) ( -; * lez * y'@2)lx + y(e') -î- e2y'(ez) Y x2 e2,

quindi

t
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122. Se è f (x, y): g(xy), si ha immediatamente

òf, # (x,y)= xvp'(xv)

òf
y 6 (x,t): vxe'(xv),

equindixfr:yfy.
Osserviamo pure che se /(x, l) 7 9@y7 alloraf è costante su ogni
ranto di iPerbole l*Y: k, x ) 0 f .

Supponiamo ora'che sia ,f , :'lf ,, e proviamo che / è costante

sulle iPerboli: infatti

d f r ti'l òf r kr k òf / k\
d,v (:;/J:; t;/ - ,, rr';)=

òf / k\ 1 k òf r k\: -r- (x,-l---=lx,-]r.òx \ x/ xx ay\ xl

D'altra parte per ipotesi

+#É +) =,# fr *)
quindi

o) j-f r kr-l
a"L/t';))=o vx)o vk€R'

cioè / è costante sul ramo di iperbole

lrr=k,x>01 .

In particolare, da (l) con k : xy si deduce

/ xv \ / xy\
f (x,y):t(*,;)=t (t"'/=f (t,xY),



I

f (x, y) = p(xy) .

123. Siccome y)- x ed e-'" à 0, si hal(x, y)à 0 su K. D'altraparte
f (x, y) = 0 quando y : -r, 4unque il minimo di /su K è zero e

viene assunto sulla semiretta I, = ,, , > O I .

Per quanto riguarda il massimb, osserviamo che per ogni (x, ù e K
si ha /(x, y) < f (x,2x), dunque I'estremo superiore di K coincide
con l'estremo superiore di / sulla semiretta ll : 2x, x >- 0 | .

Posto, per ogni x à 0,

9\x)= e*" dt,

la derivata prima di tp è la funzione

g,(x) = 2 e- 4t" _ e- ,' = g- 4x2 (2 * ,tr' ) ,

che si annulla solo per
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cioè, posto

g(t)=f (1,t),

si ha chegè di classe Cr, perché lo è/, e inoltre

x:

Ne segue che il punto di massimo di / è

(IY,

E
iPr

124. (a) Ciascuna delle funzioni

l

f ,(x) = x2 fR ,- ntxl
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è continua, pari e non negativa, dunque basterà provare che

i f (x)(*- vx,o./ "n' '
n=l

Usando la disuguaglianza

\/ffi<r1i+ lxl ,

(l)

si ha

(2) f^(x)<1frxz e-nx +x3 e-nx Vx)-0.

Consideriamo i due addendi al secondo membro: entrambi sono
nulli per x = 0 e infinitesimi per x -+ + oo ; inoltre sonó non nega-
tivi. Si ha poi

d
-- (r, e- n') : (2x - nxz ) e- n' 

,dx

2
quindi x - è il punto di massimo assoluto per x2 e- " su R*.

n
Analogamente

d

*,*t e- n' )= 13x' - nx3) e-"

e il punto di massimo per x3 e- n' è x = 1 . rn conclusione
n

4e-2
,/ixze-'*(--:= Vx20, n\/n

'3 '-nx =#: *i# Yx2o '

e da (2) si ottiene allora
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3l e-2
f(x)< r{î vx2o,

che dimostra (l).
(b) La funzione f è pari, e,f(0) : 0 (in quanto f,(O):0 per ogni
n ). Allora se/è derivabile nell'origine deve essere

,f 
,(0) =,tj? * = o(3)

Ora si ha, per ogni x ) 0,

e quindi

f(x)3-
7=x ) \/ffi e-"2x L e-n'=

^1 n=l n=l

=" f- G-')' = '
?=t' e' - 1

fk\ xtitjrr;t.tlî, ,, _ r=r,

in contrasto con (3).

l25.Il secondo membro f (x, y): ttl' 
dell'equazione non è definito' x+y

sulla retta y - - x, quindi possiamo limitarci a studiare il problema
nel semipiano {(x, y) : x * y) 0}al quale appartiene ilpunto
iniziale (0, l).
In tale semipiano la funzione/è di classe Cr, pertantoper il teore-
ma di Cauchy-Lipschitz esiste ed è unica la soluzioney(x) del pro-

blema. Notiamo che I'equazione ha le due soluzioni costanti
y : O e y = 7T; ne segue, per I'unicità, che si ha

(l) 01y(x) 1r .
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In particolare sen y(x) ) 0, e quindi y'(x)) 0, cioè la soluzione
y(x) è crescente.
Esaminiamo il comportamento a destra di x = 0: è y(x) ) 1, quin-
di

tf(x, y(x))l< i* , * t

per x2 0, ed il teorema di esistenza globale (v. appendice) assicura
che y(x) è definita su tutta la semiretta [0, * - [ . Posto

lim y(x)=9ell,rl ,

proviamo che e I = 7r: se così non fosse, da

I (y(x)=<A Vxà0

seguirebbe

(2) seny(x)2a)0 Vx)O,

dove a : min isen l, sen .Q Ì. Da ( 1) e (2) segue poi

dv'e\>----,- ,vx2o,
x +11

e integrando questa disuguaglianza su [0, x] si giunge a

/ x\
y(x)21 *alogll+ _ ) Vx20,

\ 1t/

che è una contraddizione perché comporta che Q = * o" .

Per x ( 0, invece, la soluzione deve stare sopra la retta y = - x e

sotto la / = T, quindi non può essere definita su tutto R-. Dovendo
essere crescente, y(x) incontra necessariamente la retta ! = - x
in un punto di ascissa k < 0, e chiaramente si ha lim , !'(x) =
=+ó
Per stimare k, osserviamo che

I



y" (r) = (x r y)z
< 0,

cioè y (x) è concava: in particolare, sta al di sotto della rerta
y = 7 * x sen 1, che è tangente ady(x) in x:0. poiché questa
retta incontralay: - x in x: - l/(l * sen l), si ha

k> - l/(l + sen l).

Se poi nell'equazione originaria si pone x + y =s, si ottiene

(seny)(cos/ - I -gPlx+y

s'1x;= | * y'(x)= I *Ii9 a t
x * y(x)

d

; ts(x) - log(l + s(x))l (
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I
-r-

s (x)

cloe
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Integrando questa disuguagiianza su lk,0[ e ricordando che
s (0) = 1 , s (k) = 0, si ottiene l'altra stima

È(log2*1.

I 26. Ponendo

z n(x) 
: !'n 6) €- n' 

,

il problema diventa

da cul sl ncava

Si ha dunque

pertanto

Si conclude allora che yn -+ 0 uniformemente su [0, 1]'

127.Il problema consiste nello stabilire se / ammetta limite finito per
(x, y) - (0, 0) oppure no.
La risposta è negativa: infatti, fissato y = 0, si ha

lz'r(x) 
= e- '" - "* f (x)

i

lz,(0)=0,

z,(x) = e- n* 
1". 

u nt f (t) dt .

fx
y (x):r-n,+nx I e-nt,f(t)dt,

I{

,:Yl, 
lY,,l( e-n" *" 

I' 
lf (t)ldt '



I

lim f (x. 0) = Iim
,--0* '' x-0*
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(x - l)2 log(x - l)2 -
tJúl

227

mentre

.. 2log(l - x) - î
= llfiì 

- 

-- L '
x+o+ X

2log(l -x) _.
-^

lim "f 
(x, 0): lim

X+0- X+O

Do:

128. Siccome l'integrando è non negativo e i dominiD. (schematizzati

in figura) crescono, al tendere di e a zero, verso il dominio

+=y {2x2 , (x, y)+ (o, o)

il limite cercato esiste e coincide con l'integrale improprio

tf txl
ff --- 

---dxdY.JJn, !(1 * 1'" 1

Applicando il teorema di Fubini'Tonelli si ottiene, tenendo pre-

t
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sente che I'integrando è pari in x,

129. Osserviamo subito che

/x2 t a\
y,,:yy,*x:(=-)

quindi l'equazione differenziale data si può integrarq membro a

membro; ricordando le condizioni iniziali, il problema proposto
eouivale a

[, " ìl=* odx 
dv : 2 

1". 

- 

;, rffi x a*)at' :

-2 + t'2
,r :J)----!-- + C

"v(o):o

(l)

x2 + ,,2
Poiché il secondo membro f (x, y) = 

-- 
+ C è di classe CI,

per il teorema di Cauchy-Lipschitz it proUtema (1) ammette una

soluzione unicay(x), definita in un intorno di x:0.
Mostriamo che y(x) è dispari: posto z(x) - - y(- x) si vede che

z'(x1=y'(- x):f(- x, y(- x)):f(x, - y(- x)):f(x, z(x)) ,

e inoltre z(0) :0: allora z(x) risolve (l) e, per I'unicità, z(x):
= y(x), cioè y è dispari. Ci limiteremo a studiare y(x) per x 2 0.

Cominciamo con il caso C.2 0: si ha allora

a
.4y'(x)2 ^ ,/

I
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0 per x> 0 e y(x) non è limitata superìormente,
tale che y(xù ) l, dall'equazione si ha poi

quindi y(x) )
Fissato xo ) 0

owero

v'(xr2 Y2 @)
'2 Vx

/ | 1 1

\- ,tn )'; vx '

Integrando questa disuguaglianza fra xe ed x si ha

t)- t-|=r-+-+ rla-xo)
!(x) -Y (xo ) -Y (x) : '



T
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cioè

x42 *xo.

prova che y(x) non può esseîe definita su tutto R, ma che il
insieme di definizione è un interv'allo l- a, al .

Passiamo al caso C < 0.Inizialmente, la soluzione è decrescente,
ed essa deve intersecare la circonferenza lxz I y2 = -2Cl inun
punto di ascissa b > 0.Per il teorema di monotonia (v. appendice),
y(x) è crescente perx ) b, ed un ragionamento come quello del
caso C ) 0 prova che y(x) è definita in un intervallo limitato
l-a,a[,eche

ciò
suo
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]\ ,(x)=*-.

In 10, b I si ha y (x) 1 0, y' (x) ( 0, pertanto

y"(x):x *y(x)y'(x))o,

cioè 1'(x) è convessa. Poiché y'(0) : C, possiamo dare una stima
dal basso di b, e precisamen te b > Jffi4).

130. (a) Sia M: sup lf "l La successione (I ) è contenuta nell'inter-
vallo chiuso e limitàto 10. M), dunque pér il teorema di Bolzano-

l,leierstrass esiste una sottosuccessione (?" . ) che converge. Sia

Ie:.lim 7,.
K1@ K

Vogliamo provare che / ha periodo ?re, Se Io ) 0, oppure che è

costante (e quindi periodica) se 16 : 0. Cominciamo con il caso

Ie ) 0: fissato x e R si ha Per ogni k € N

lf (x + To) - /(x)l< lf (x + To) - f (x +T )l+ lf(x
K

-.f(x)l<-f tu*
K

<l"f(xÌIo)-f(x+ T,,u)l 2rsup l/(r) - f ^k(t)l

Facendo tendere k all'infinito, il primo addendo tende a zero

perché / è continua, in quanto limite uniforme di funzioni conti-
nue, mentre il secondo addendo tende a zero per I'ipotesi di con-

veîgenza uniforme. Ne segue

lf (x +To)-/(x)l:0,

e quindi ?ne è un periodo dif
Passiamo ora al caso Ie = 0. Per ogni k, indichiamo conxr edlu
rispettivamente il punto di minimo e il punto di massimo di /).
nell'intervallo [0, ,nof , si ha allora

+T ) -,'k

,,,n)t * lf,n@)
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(l) tunfnr*inff- = max f. - min f. =
"k Io.Tnkl "k lo.7'nkl'k

= fnk(J) - fn*(x)( 2 sup lf - fnt l + fO k) - f(xu)l'

Il primo addendo tende a zero per k '+ *, mentre per la continuità
di/si ha

lim V0) -f (xn)l:.f(0) -"f(0):0 ,
k-*

in quanto

0(x" *4* , 0<lr4T,u

e dunque sia (xo) che $''o) tendono azeÍo.
Allora da (l) si ottiene

nl{ 
(tuP fnt -tnîfnr,):o'

D'altra parte Per ogni x, Y € R si ha

lf (x) -/(/)l < lf (x) - f,o@)l+ lf,n{x).- f,nj')l+

+ lf*0) - f@l( 2 sup lf - f,xl + lf,n@) - f,kj)l<

( 2 sup lf - f,r,l+ (suP fn* - inf f,n) .

Entrambi gli addendi tendono a zeÍo Per k -+ oo , dunque

f(x)-f0):0,

cioè/è costante.

(b) Quando sup {f, } = + oo, noll è detto che f sia periodica'

Un possibile esempio è il seguente: poniamo
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n

f,o:= | 2-k sen2 (+)
k=t /

Owiamente ogni f n è continua, e il minimo periodo Tn:2n r ten-
de a * - . D'altra parte Qfn) converge uniformemente a

/t"t=[ 2-k sen2 (+)
*=t \ ; /

r/(xr- fntx)t= É r-k senz (+)= I z- o:+.
k=n+t - / k=n+l

^/x\Í(x)2î,@)22-n sen' ( - ) > o.
\L /

l3 1. Poniam o , :.1/V-Se studiamo la successione di funzioni

nrg,(r)= 
I + nrr,

in quanto

Però/ non è periodica, perché

"f(0)=0 , f(x))O Vx*0.

Infatti/è pari, e per ognix € 10, 2" rI siha

perrz-0.Siha

gnQ): p(nr) ,

dove

p(t) = l+t2
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Poiché 9(0):0 e lim gQ)= 0, si ha anche
f++6

sn(0)=0 Vn

l* t"('):,iT- vQ)= a vr ) o 
'

pertanto (gr) tende a zeîo puntualmente su R*, e quindi ({)
tende a zero puntualmente su R2.
Per quanto riguarda la convergenza uniforme, si ha

I
t_ul 4, = sup 8n : sup g = p(l) = 

zR2 R* R*

quindi non c'è convergenza uniforme su R2.
Invece, sugli insiemi del tipo

(l) ,4 c R2\ {x'? +.y' <òt }

si ha convergenza uniforme, in quanto

supl, ( sup g- (r) = sup pU) .
A " 126 " t>nb

e quest'ultima quantità è infinitesima per n -+ @ .

Si puo provare che f n 
-+ 0 uniformemente su .B se e solo se

B=A U {(0,0)} conA deltipo(l).

132.L'integrale è improprio, perché I'integrando non è limitato su D.
Siccome I'integrando è negativo, f integrale ha senso e, applicando
il teorema di Fubini-Tonelli, si ottiene

tt losy / | / Ì' \ _il:dxdv= I -(/ toevdvldx=
JJD x l, x\/o /

î1 x2 logx2 - x2 3
= , 

- 

af.L:-- ,

Jox4
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133. L'equazione ha senso nel semipiano superiore, in cui il secondo
membro f (x, y) : log y - x è di classe C1, quindi il problema
ammette un'unica soluzione y(x), definita in un intorno dix:1.
Il punto iniziale (1, e) si trova sulla curva f(x, y) = 0, che è il
grafico della funzione esponenziale y: e*. Poich é += - l, per

óx
il teorema di monotonin (v. appendice) la soluzione y(x) è decre-
scente perx ) l, e crescente perx ( l: in particolare, perx( I
deve essere

quindi

e' 1y(x) 1e

lim l'(x)=À>0,

0{f(x,y(x))(t-x,

e per il teorema di esistenza globale (v. appendice) la soluzione
Y(x) è definita su l- oo , I l. Posto

si ha À: 0: infatti, se fosse

"Ii-
che è una contraddizione.
Passiamo ora a destra di x
quindi y (x) ( e, pertanto

ì. > 0, si avrebbe

y'(x)=*-,

= l: la funzione 1,(x) è decrescente,

y'(x)<loge-x=1-)ú.

Integrando questa disuguaglianza su [1, x] si ha

lim y'(x) : -- oo
x- b-

Iy(x)(e- 1 G -x),

Ne segue che I'intervaìlo destro di definizione [], ó [ è limitato, e sipuò vedere che b <\E - 1. Owiamente,-la curva y(x) aniva
all'asse x con tangente verticale, perché da lim _y(x)= ó ..gu.
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134. (a) Cerchiamo i punti stazionari di / su o con il metodo dei molti-
plicatori di Lagrange: abbiamo il sistema

I
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Dalle prime due equazioni si ricava intanto

/ 1\ I / t\ I(r) loe(l +;)-,,+ I -los [ *T)-.,*,

Se poniamo per ogni f ) 0

h(tt:lo* /t +f-\ - I

\ r I t+l

si ottiene

h'1r1: '. /-+)* l-=--l -<0./,,1r\ t'l (t+t)2 r1r+l;2
\'-7/

cioè /t è strettamente decrescente e dunque iniettiva. Siccome la
(1) può essere scritta come ft(x) : h(y), si ha necessariamente
x = y; d'altraparte x * y: I, quindi I'unico punto stazionario di

ll lr
/suoèil punto(;,;).

\- : /
Esaminiamo il comportamento di / agli estremi di o : essendo
y=7 -x,siha

.. f- /. I q t. I rllim. lxlog{l +-)+ 11 -.r)loe ll + . ìl:'-o-L \ x/ - \ l-xl)

: lim log(l + t) r bg2=rog2 ,
f++@ t

e lo stesso si ha per x -+ l-.
^/t l\ tt l\

Siccome l(;,;r: log 3, ne segue subito che [;,;l è il\l :/ - \2 ?/
punto di massimo di / su o, e quindi log 3 è il valore massimo,
mentre I'estremo inferiore di/è log 2.

(b) Poniamo

I

p(t) = s(t) + s(l - t) .
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La funzione p è somma di funzioni strettamente concave, quindi
è strettamente concava su [0, I ]. Inoltre p(x) = g( I - x), percio
in particolare 9(0) = p(l): per la concavità di 9 è allora

p(x))p(0)=p(l) Vx€ ì0, l[,

cioè 9(0): min g.

Infine. fissato x €

[.lr, I -x]siha

la concavità di ,p sull'intervallo

g(x): p(l - x) ,

Icioè; è il punto di massimo di g su [0, I ].

Ritornando alla funzione g si ha

c(0) +c(l) <g(x) +g(l

pertanto

Vx € [0, l]

Tn/:"f (0, 1) =/( I, 0)

Si noti che non abbiamo usato
Il caso (a) discende da (b) con

['' i['n"'

,(f'

-x) ( ,'(+)

, 1u" r:t(* +)
le ipotesi di derivabilità di S.

r-r= 
l:

se x=0

se 0 (x (.1,.r"e (r +
l\

;)

Infatti

s"(-r)=----^(0.è \"/ x(x * l)2

I

cioè g è strettamente concava.
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135. Occorre vedere per quali valori di a la funzione / ha limite finìto
per (x, -r') - (0, 0).
Sea) I,scriviamo

(l) f(x,y)-lyla-r 
x2lvl 

:

x4 +y2

dalla disuguaglianza l2abl4az + b2 segue

x2lyl I-*;-*(-x" *yt 2

quindi la (l) implica

lyl"-1
0 -</(x, Y) ( -_;- .

z

Ne segue subito che

,,,rtt3,o,o, 
f @'Y)=a '

dunque / è estendibile con continuità a tutto R2 . Se invece a = l,
calcolando i limiti di / per (x, y) -+ (0, 0) dapprima lungo I'asse
x, poi lungo la parabola | : x2 si ottiene

lim /(0, y) = 0
y+0

I
nm I(x, x"):-;

Ì+O Z

e lo stesso si può ripetere per 0 ( a ( I ottenendo

lim /(0,l,):0
y-Q

lim /(x, x2 ): 4 oo
Ì+0

La funzione / è dunque estendibile con continuità a tutto R2 se

esolosea) L
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136. Osserviqg_qbg-f Qx, ty): F(x, y) per ogni t. In particolare, per
t: l(/7$, siha

.F(.r-..:.t=r(-+ -+-\'-\t/r'+y' ,/r'+Y2l

Allora l'immagine di ,F'è uguale all'immagine tramite .F della sola
circonferenza unitaria. Parametrtzzando come di consueto, si
vede che I'immagine di ,tr è l'insieme delle coppie (s, /) tali che

s =cos20-sen20:cos20

sen20/ = cos0sen9:--r-

per un opportuno 0 e I0,2 r[ . Ma da

(l) s=cos20 , 2t=sen20

segue

(2) s2+4t2:I,

e viceversa per ogni (s, /) appartenente all'ellisse (2) esiste un

0 che verifica (1). Pertnato I'immagine di,F è I'ellisse (2).

el -x2
137. La funzione f (x. y)= 7;j è di classe Cl su tutto R2 , e inoltre

l/(x, y)l( 1 V (x, Y) .

Dunque il problema di Cauchy ammette un'unica soluzione y(x),
definita su tutto R.
Osserviamo che, posto

e = l@, y) : f(x, y)> ol = {t", v) : eY } r' l,
la frontiera di A è formata dalle due curve

f, : ix)0, y = 2logxt
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f, : {x(0, y = zlog(-x)}.

Poiché i1 punto iniziale sta su 11, la soluzione y(x) attraversa
f1 con tangente orazontale, ed è decrescente per x > l lnvece
y(x) è crescente a sinistra di x = l, e rimane crescente finché
non incontra lr: tale intersezione si ha certamente, perché y(x)
è definita su tutto R e non può stare sempre al di sopra di f2 .

Detta xo l'ascissa del punto d'intersezione diy(x) con fr,la solu-
zione è decrescente perur ( 

"0, 
per il teorema di monotonía

(v. appendice). Per la monotonia di y (x), esistono

lim y(x):À<0,
x++6

lim y(x): p> - 6

Se fosse.I > - oo, si avrebbe lim y'(x)= -- 1, che dàuna con-

traddizione. Allora ). .- - -",-.* Ion to stesso ragionamento si
provache;r=*m.
Con.qualche facile calcolo, poi, si puo dimostrare che y(x) è asin-
toticaaf2 perx-+-@.

2logx
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138. (a) Si ha

Ix
fi(x): I dt=x

Js

Ít x2
fz(x)= I ,dt=-T

Jg

r' tz x3
"fa(x): I " dt=-

tL6

quindi si può cercare di provare per induzione che

xn
f (x) = -:-rn \ . 

nl.

r induzione

E infatti, se f (x) = 4 si ha

lvln
lf^(x)l=*; Vx€R, Vn20'

Infatti la tesi è owia per 71:0, e se è vera per un certo n si ha (per

x)0)

fn* r(x)= ['
Jo

(b) Sia l,p(x) | ( M Per ogni x €
che
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e cioè la tesi è vera per (n + 1). Lo stesso si può fare perx ( 0.
Allora su ogni intervallo l-r, rl la serie (*) converge totalmente
poiché

- Mlxl" é _- r'\- sup lf l< f suD 

- 

- t /\1 Me' 1* *.
/-^ 1-i,r1 'n l *t<r nt. /- nt,t=l)--n=On=O

Si ha dunque convergenza totale su ogni sottinsieme limitato di
R.

(c) Poniamo

c(x): L, fntx1= e(x) + [ { rxt .

n=O n=l

Osserviamo che per n2 | si ha/i nr=fn, dunque la serie delle

derivate è

t- /: (x): e'(x) + f 4 (rl/ _-n" /_'n=O n=0

Siccome tale serie converge uniformemente su ogni intervallo

[- r, r], si ha

g'(x) =L_ f',(x) = p'(x) * g(x),
n=O

cioè g risolve I'equazione differeziale

!':e'(senx*cosx)*y.

Si ha con facili calcoli

d

* Ae-')=senx*cosJr,

da cui
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y (x): (sen x - cos x i c) e*

con c costante reale opportuna. Visto che f,,(0) :0 per ogni ir,
si ha g(0) = 0, pertanto

g(x)=(senx*cosx *l)e'

I



Appendice

Teorema di confronto

Sia I 9 Run intervallo, e siano f (x, y), g(x, y) due funzioni continue
su I X R e localmente lipschitziane in y. Si considerino le equazioni
differenzíali su I

(1) y': f(x, y)

(2) y' = g(x, y) .

Siano u(x) e a(x) rispettivamente una sottosoluzione di (l) e una so-
prasoluzione di (2), cioè due funzioni derivabili in I tali che

u'1x1<71x, u(x)) , a'(x)2 s@, a(x))

per ogni x € L Supponíamo poí che risulti

(3) f(x,u(x))<s(x,u(x)) Vx€1.

Allora se è

u(xo)(u(xo)

si ha anche

a(x)(u(x) Vx2xo,

mentre se è

si ha

u(xo)) a(xs)
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u(x)2 a(x) Vx (xo .

Dim., possiamo limitarci a considerare il caso (4), e non è restrittivo
supporre I:l.xo, a]. Posto

M = max (lu(x)l * lo(x)l) ,I

sia L la costante di Lipschitz di g(x, y), rispetto ad 1,, nel rettangolo
1 X [- M, M].Si ha allora

u'(x) * ?r'(r) < f (x, u(x)) - g(x, a(x)) (

< c(x, u(x)) _ s(x,a (x)) < L lu(x) _ a(x)|,

e la tesi segue immediatamente, con ì4r' : tl - p, dal prossimo lemma.

Lemma

sÌa I ttn intervallo dí R, e sia w (x) una funzione derivabíle su I;
supponinmo che risulti

w'(x)<Llw(x)l VxeI

per un'opportuna costante L.
Allora, da w(xo) 4 0 segue w(x) ( 0 Vx 2 xo, mentre daw(x)à 0
segue w(x)2 0 Vx ( xo.

Dim. : possiamo limitarci al caso Ìv (x0 ) ( 0. Supponiamo per assurdo
che sia l4l (x r ) ) 0 per qualche x, ) xs . Posto

€:sup {x (x, :w(x) <0},

la funzione w(x) è nulla per x = t, ed è positiva nell'intervallo./ =: lÈ, xr ]. Allora per ipotesi si ha

)r'(x) < Lw(x) su../,

e quindi anche

k- L' w @))' : s- Lx (w'(x) - zw (x)) ( 0 su,.r .
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Pertanto, integrando fra t ed x1 , si ottiene

e- Lx, ld(rc1) ( e-'t w(€) = 0 ,

in contrasto col fatto che w(xt ) > 0 .

Caso particolare.

L'ipotesi (3) è verificata in particolare se è

f(x,y) (g(x,y) V(x,y) e .rX R.

Si possono ottenere molte altre versioni del teorema di confronto
sostituendo alcune disuguaglianze deboli (< , >) dell'ipotesi con disu-
guaglianze strette (< , >), per ottenere disuguaglianze stretté anche
nella tesi.

Teorema di esistenza globale

Siano ICR- un intervallo e f (x, y) una funzione continua sa.I X R
e localmente lipschitzinna in y. Si consideri l'equazione differenziale

(5) y':f (x, y) .

Sia u :.I -+ R una soluzione di (5), con J intervallo massimale di defini-

zione (tale cioè che se J Cf e u : f -+ R è una soluzione di (5) che coin-

cide con u su J, allora J : îe u : l).
Se risulta

(6) lf(x,u(x))l(.p(x)+ú(x)lu(x)l VxeJ

per opportune funzioni continue g, rJt definite su I, allora si ha

J:1.

Dim.: possiamo limitarci al caso

I=lxs,al, 1:fxo,bl con x6(b(c.
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Supponiamo per assurdo che sia b 1a; posto

M= sup (l.p(x)l+ lú(x)l),
fxo,bl

si ha

(7) lu'(x)l<M(l+lu(x)D vxeJ

Consideriamo il problema di Cauchy

z'(xS =M(l+lz(x)l)

z(xù = lu(xo)l

Tale problema ha come unica soluzione la funzione

z(x)= (l + lu(xùD4@ -*o) - I ,

che è limitata in J. Dalla (1) segue facilmente

f(x,u(x)) <n4(1 * lr.r(x)l) ,

quindi per il teorema di confronto

u(x)(z(x) Vxe.I .

In particolare u(x) è limitata superiormente in "/. Ragionando allo stesso
modo per il problema

w'(x) = - M(l + lw(x)l)

Ì4/(xo)= - lu(xo)l

si ricava chrc u(x) è anche limitata inferiormente inJ, perciò è limitata:
allora, per (7), anche rz'(x) risulta limitata, pertanto u(x) è uniforme-
mente continua in./, e in particolare esiste finito il limite

lim u(x): ). .

x- b'
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Risolvendo il problema di CauchY

t,
ly = I\x,y)
I

lv(ó) = À ,
I

si può prolungare u(x) in un intorno destro di x : ó, contro la massi-

malità di "/.

Caso partícolare

L'ipotesi (6) è verificata in particolare se è

tf @, y)l (p(x) +'lt(x) lyr V(x, y) e / XR,

o addirittura se/è limitata.

Teorema di monotonia

Siano J CR un intervallo ed f (x, y) una funzione di classe Cr su I X R;

sia poi u(x) la soluzione del problema di Cauchy

lu':f(x,u) in1,
I

1

['(to)--Yo

Supponiamo che

e che

f(xo, yo)=0

(8)

Allora

* ,*,u(x))20 v x €I .

,'(x)<o vx(xe u'(x)>o vx2xo.
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Dim.: Dall'equazione differenziale si deduce subito che la funzione

w (x) = u'(x)

è di classe Cr , e inoltre

w'(xy: { a, u@)) + { a, u@)) u'(x).

In altri termini, w(x) risolve I'equazione differenziale lineare

a(x):{ o, u(x)) , b (x)=ff a,u(x)) .

Si ha poi, per ipotesi,

w' = a(x) * bG)w ,

dove si è posto

w(x) ( 0 Vx (xo , w(x)) 0 Vx à *o ,

che è la îesi.

BGI= I utttar.
I

Per ipotesi, la funzione a(t) è non-negativa, quindi dalla (9) segue

w(xo)=0,

pertanto dalla teoria delle eq.uazioni lineari si trova

x

(9) wfx) = sB(x) [ a{t) ,- nG) 47 ,

)'o

I
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òf
^ (x, u(x))) 0 Vx *xo
ox

allora le disuguaglianze nella tesi diventano strette, cioè

{f.,y)>o v(x,y)e1xR.

Caso particolare

Se l'ipotesi (8) viene sostituita da

Una variante del teorema si ha sostituendo (8) con:

u'1x1<0 Vx(xo, u'(x))0 Vx)xo.

L'ipotesi (8) è verificata in particolare se è

Teorema dell'asintoto

Sia u : [xo, * - [ -+ Runa funzione derivabile tale che esistono (finiti
o infiniti) i due limiti

,IT_ u(x)=Q , ,]tî: u'1x):m .

Se9èfinitoalloram=0

Dim.: se Î è finito allora

lim [u(x + l) * u(x)] = 0
x++6
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D'altra paÍte,per il teorema di Lagrange, si ha

(10) u(x * t) - u(x)=u,(t,)

per un opportuno €., e 1x, x * 1[ . Poiché,IT_ t* : * oo, si ha an-
.h" .IT_ u'(t,) = rn. Passando al limite in ambo i mernbri di (10) si

ha la tesi.

Osservazione

Questo risultato si puo modificare dicendo che se esiste finitolim u(x) allora minlim lu,(x)l-0.x++-




